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CHAPTER 1

Equations de transport et de la chaleur lineaires

Ce premier chapitre étudie deux exemples fondamentaux à connaître sur le bout
des doigts : l’équation de transport à coefficients constants, et l’équation de la
chaleur. Pour chacun, nous obtenons une formule explicite pour la solution, appelée
formule de representation.

1. Equation de transport

De nombreux phénomènes physiques mettent en jeux l’advection. C’est le trans-
port d’une quantité d’un élément donné (tel que la densité d’un élément chimique,
la température etc.) par le mouvement du milieu environnant. Nous prendrons
comme milieu environnant Rn pour un entier n, et noterons par u(t, x) cette quan-
tité au temps t au point x. Si la vitesse dans le milieu est constante, donnée par un
vecteur b = (b1, ..., bn) ∈ Rn, alors l’équation satisfaite par u est

∂u

∂t
(t, x) +

n∑
i=1

bi
∂u

∂xi
(t, x) = 0

pour tout temps t > 0 et pour tout point x ∈ R. Pour simplifier la notation, nous
écrirons

ut + b.∇u = 0 pour (t, x) ∈ (0,∞)× Rd. (1.1)
Afin de résoudre (1.1), nous remarquons que le membre de gauche de (1.1)

est la dérivée directionnelle dans la direction (1, b) sur R1+n. Les points dans cette
direction sont de la forme (t+s, x+bs) pour s ∈ R. Pour chaque (t, x) ∈ (0,∞)×Rn
nous introduisons donc

z(s) = u(t+ s, x+ sb). (1.2)
On calcule alors, en utilisant la différentiation d’une composition de fonctions puis
(1.1), que

dz

ds
(s) =

∂u

∂t
(t+ s, x+ sb) +

n∑
i=1

bi
∂u

∂xi
(t+ s, x+ sb)

= 0. (1.3)

Donc z est une constante indépendante de s. On obtient donc le résultat suivant.

Lemme 1.1. On a que u ∈ C1((0,∞)×Rd) est solution de (1.1) si et seulement
si

u(t+ s, x+ sb) = u(t, x)

pour tous t > 0, s > −t et x ∈ Rn.

Proof. Soit u ∈ C1((0,∞)× Rd). Soit alors z définie par (1.2).
Alors u est solution de (1.1) si et seulement si pour tous t > 0 et x ∈ Rn on a

dz
ds (s) = 0 par (1.3). Cela est vérifié si et seulement si z(s) = z(0) pour tous s > −t,
soit u(t+ s, x+ sb) = u(t, x) comme énoncé.
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6 1. EQUATIONS DE TRANSPORT ET DE LA CHALEUR LINEAIRES

�

1.1. Probleme de Cauchy. Le problème de Cauchy pour une équation aux
dérivées partielles est la question de déterminer la solution étant donnée une certaine
condition initiale. Pour l’équation de transport (1.1), il s’écrit{

ut + b.∇u = 0 pour (t, x) ∈ (0,∞)× Rd,
u(0, x) = u0(x) pour x ∈ Rd. (1.4)

Ci-dessus u0 est une fonction donnée, qui représente l’état du système au temps
initial t = 0.

Lemme 1.2. Supposons que u0 ∈ C1(Rn). Alors u ∈ C1([0,∞)×Rn) est solution
de (1.4) si et seulement si

u(t, x) = u0(x− tb) (1.5)
pour (t, x) ∈ [0,∞)× Rn.

Proof. Soit u ∈ C1([0,∞) × Rn). Alors u satisfait la première égalité de
(1.4) si et seulement si u(t + s, x + sb) = u(t, x) par le Lemme 1.1, ce qui est
équivalent à u(t, x) = u(0, x − tb). En utilisant la seconde égalité de (1.4) on a
u(0, x− tb) = u0(x− tb). On obtient alors que u est solution de (1.4) si et seulement
si u(t, x) = u0(x− tb).

�

1.2. Probleme inhomogene. Une équation aux dérivée partielle est dite in-
homogène lorsqu’un des termes de l’équation ne dépend pas de l’inconnue. Cela
peut représenter un forçage du système par un effet extérieur. Dans le cas présent,
il s’écrit {

ut + b.∇u = f pour (t, x) ∈ (0,∞)× Rd,
u(0, x) = u0(x) pour x ∈ Rd. (1.6)

Lemme 1.3. Supposons que u0 ∈ C1(Rn) et f ∈ C1([0,∞) × Rn). Alors u ∈
C1([0,∞)× Rn) est une solution de (1.6) si et seulement si

u(t, x) = u0(x− tb) +

∫ t

0
f(s, x+ (s− t)b)ds (1.7)

pour (t, x) ∈ [0,∞)× Rn.

Proof. Implication directe. Soit u ∈ C1([0,∞) × Rn) une solution de (1.6). On
définit pour y ∈ Rn la fonction z(t) = u(t, y+ tb). Alors on a en utilisant successive-
ment la différentiation d’une composée de fonctions puis la première égalité dans
(1.6)

dz(t)

dt
= ut(t, y + tb) + b.∇u(t, y + tb)

= f(t, y + tb).

Donc en intégrant z(t) = z(0) +
∫ t

0 f(s, y + sb)ds. Comme z(t) = u(t, y + tb), et
z(0) = v(0, y) = u0(y) par la seconde égalité dans (1.6), on obtient

u(t, y + tb) = u0(y) +

∫ t

0
f(s, y + sb)ds.

En posant y = x− tb dans l’identité ci-dessus on obtient que u(t, x) = u0(x− tb) +∫ t
0 f(s, x+ (s− t)b)ds. Donc u est bien donnée par (1.7).
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Implication indirecte. Vérifions que u donnée par (1.7) vérifie u ∈ C1([0,∞)× Rn)

et est une solution de (1.6). On a u0 ∈ C1(Rn) et f ∈ C1([0,∞) × Rn), donc en
différentiant sous le signe intégral dans (1.7) on a bien que u ∈ C1([0,∞)× Rn).

En prenant t = 0 dans (1.7) on a que u(0, x) = u0(x). De plus, en définissant
pour y ∈ R la fonction z par z(t) = u(t, y + tb), on a en utilisant (1.5) que

z(t) = u0(y + tb− tb) +

∫ t

0
f(s, y + tb+ (s− tb))ds

= u0(x) +

∫ t

0
f(s, y + sb)ds.

En différentiant, il vient d’une part

dz

dt
(t) = f(t, y + tb). (1.8)

Puisque z(t) = u(t, y + tb) on a d’autre part en différentiant une composée de
fonctions

dz

dt
(t) = ut(t, y + tb) + b.∇u(t, y + bt) (1.9)

En combinant (1.8) et (1.9) on a ut(t, y + tb) + b.∇u(t, y + bt) = f(t, y + tb). En
posant y = x− tb on obtient ut(t, x) + b.∇u(t, x) = f(t, x). Donc u résout (1.6).

�

2. Equation de la chaleur

La diffusion survient lorsqu’une quantité d’un élément donné (une densité de
charge, le nombre de personnes infectées par un virus etc.) se déplace dans un
milieu et que, en chaque point, la direction moyenne de ce mouvement soit nulle.
Elle tend alors à se répartir dans le milieu. Si l’on imagine un banc de poissons
dans une rivière, il y aura deux type de mouvements : un mouvement collectif
dû au courant de la rivière (c’est l’advection de la sous-section précédente), et, à
l’intérieur du groupe on aura un éparpillement car chaque poisson va plus ou moins
vite (c’est la diffusion étudiée dans cette sous-section).

Le prototype d’équation de diffusion est l’équation de la chaleur

ut = ∆u (1.10)

où l’opérateur de Laplace est

∆u =

n∑
i=1

∂2

∂x2
i

u.

2.1. Solution fondamentale. L’étude des solutions de (1.10) se fait en util-
isant une solution très particulière K, appelée solution fondamentale. L’intérêt est
qu’à partir de cette solution on pourra retrouver toutes les solutions : c’est la méth-
ode des fonctions de Green. La solution fondamentale K est la solution du problème
de Cauchy formel {

Kt = ∆K, (t, x) ∈ (0,∞)× Rn,
K(0, x) = δ0(x), x ∈ Rn, (1.11)

où δ0 est la masse de Dirac en 0. On remarque que le sens de (1.11) n’est pas
clair mathématiquement. Pour préciser son sens, on va dire qu’une fonction K ∈
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C2((0,∞)× Rn) avec K(t, ·) ∈ L1(Rn) pour t > 0 est une solution de (1.11) si elle
satisfait{

Kt = ∆K, (t, x) ∈ (0,∞)× Rn,
limt↓0

∫
Rn K(t, x)ϕ(x)dx = ϕ(0) pour toute fonction ϕ continue bornée.

(1.12)
On a donc interprété la seconde égalité dans (1.11) comme une trace lorsque t ↓ 0
pour K dans le dual de l’espace des fonctions continues et bornées. Le système
(1.12) est bien maintenant bien défini mathématiquement.

Lemme 1.1. La fonction dite noyau de la chaleur

K(t, x) =
1

(4πt)
n
2

e−
|x|2
4t (1.13)

est une solution de l’équation de la chaleur (1.10) sur (0,∞)×Rn. De plus, celle-ci
satisfait pour tout t > 0 : ∫

Rn
K(t, x)dx = 1 (1.14)

et pour toute fonction ϕ ∈ C(Rn) ∩ L∞(Rn)

lim
t↓0

∫
Rn
K(t, x)ϕ(x)dx = ϕ(0). (1.15)

Remark 1.1. La convergence (1.15) implique en particulier que lorsque t ↓ 0
on a que la fonction K(t, ·), considérée comme une distribution, converge au sens
des distributions vers un delta de Dirac à l’origine δ0 au sens où

lim
t↓0
〈K(t, ·), ϕ〉 = lim

t↓0

∫
Rn
K(t, x)ϕ(x)dx = ϕ(0) = 〈δ0, ϕ〉

pour toute fonction test ϕ ∈ C∞c (Rn).

Remark 1.2. Posons Ψ(y) = (4π)−
n
2 e−|y|

2/4. Alors par (1.13) on a

K(t, x) =
1

t
n
2

Ψ

(
x√
t

)
. (1.16)

Cela signifie qu’à tout instant t > 0, la fonction K s’obtient à partir de la fonction
Ψ en faisant le changement de variable y = x√

t
et en multipliant par le facteur

t−n/2. Le changement de variable y 7→ x =
√
ty est ce qu’on appelle un changement

d’échelle : c’est une homothétie de centre l’origine et de rapport
√
t. On appelle

une telle fonction une fonction auto-similaires progressive.

Proof. On peut démontrer le lemme rapidement, en montrant par un calcul
direct que la transformée de Fourier inverse de (1.18) est bien (1.13). La démonstra-
tion qui suit est un peu plus longue mais expliquera pourquoi le noyau de la chaleur
est une fonction auto-similaire progressive, ce qui sera très utile pour comprendre
la suite du cours. Elle se fait en trois étapes :

• étape 1 : on démontre que la solution de (1.12), si elle existe, est unique.
• étape 2 : on démontre que le problème (1.12) est invariant par un change-
ment d’échelle, et est invariant par rotation. On en déduit par l’étape 1
que la solution K, si elle existe, hérite donc des symétries du problème
et est nécessairement elle aussi invariante par changement d’échelle et par
rotation.
• étape 3 : on déduit de l’étape 2 que K doit être sous la forme K(t, x) =

1

t
n
2
ψ
(
|x|√
t

)
pour une fonction ψ à déterminer. On trouve alors facilement

que ψ est la fonction gaussienne.
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Étape 1. Unicité. Montrons que s’il existe une fonction K ∈ C∞((0,∞),S(Rn))
(où S désigne l’espace de Schwartz) qui est une solution de (1.12), alors celle-ci est
unique.

Soit K̂(t, ξ) =
∫
Rn e

−iξ.xK(t, x)dx la transformée de Fourier de K. Alors en
appliquant la deuxième égalité de (1.12) avec φ(x) = eiξ.x on a

lim
t↓0

K̂(t, ξ) = lim
t↓0

∫
Rn
e−iξ.xK(t, x)dx = e−ξ.0 = 1. (1.17)

Ensuite, en utilisant la première équation dans (1.12), puis en intégrant par parties

∂

∂t
K̂(t, ξ) =

∫
Rn
e−iξ.x∆K(t, x)dx

=

∫
Rn

∆e−iξ.xK(t, x)dx

= −|ξ|2
∫
Rn
e−iξ.xK(t, x)dx.

Donc ∂
∂tK̂(t, ξ) = −|ξ|2K̂(t, ξ). En résolvant cette équation différentielle ordinaire

linéaire en utilisant (1.17) on trouve

K̂(t, ξ) = e−|ξ|
2t. (1.18)

Puisque la transformée de Fourier est une application injective sur S, la fonction K
qui vérifie (1.18) est bien unique comme annoncé.

Étape 2. Invariances. Montrons que s’il existe une solutionK ∈ C∞((0,∞),S(Rn))
de (1.12), alors d’une part K(t, x) = 1

λnK( t
λ2 ,

x
λ) pour tout λ > 0, et d’autre part

K est une fonction radiale i.e. K(t, x1) = K(t, x2) si |x1| = |x2|.
En effet, posons pour λ > 0 la fonction K ′(t, x) = 1

λnK( t
λ2 ,

x
λ). Alors par un

calcul direct
∂

∂t
K ′(t, x) =

1

λn+2
K(

t

λ2
,
x

λ
) et ∆K(t, x) =

1

λn+2
∆K(

t

λ2
,
x

λ
).

Et donc ∂
∂tK

′ = ∆K ′. En outre, pour toute fonction continue bornée ϕ, en faisant
le changement de variable y = x

λ et en posant ϕ(x) = ϕ̃(y) on a∫
Rn
K ′(t, x)ϕ(x)dx =

1

λn

∫
Rn
K(

t

λ
,
x

λ
)ϕ(x)dx =

∫
Rn
K(

t

λ
, y)ϕ̃(y)dy

Puisque limt→0

∫
Rn K( tλ , y)ϕ̃(y)dy = ϕ̃(0) par la deuxième égalité de (1.12), et

puisque ϕ̃(0) = ϕ(0), on en déduit

lim
t→0

∫
Rn
K ′(t, x)ϕ(x)dx = ϕ(0).

Donc K ′ est aussi une solution de (1.12). Par le résultat d’unicité l’étape 1, on a
donc K = K ′. Donc K(t, x) = 1

λnK( t
λ2 ,

x
λ).

Soient maintenant x1 et x2 deux points tels que |x1| = |x2|. Alors il existe
une rotation R de Rn telle que Rx1 = x2. Posons K ′′(t, x) = K(t, Rx). Alors par
des calculs très similaires à ceux effectués pour K ′, on a que K ′′ est à nouveau
une solution de (1.12). Par le résultat d’unicité l’étape 1, on a K = K ′′. Donc
K(t, x) = K(t, Rx), et ainsi K(t, x1) = K(t, x2).

Étape 3. Auto-similarité et formule pour K. Par l’étape 2 on a

K(t, x) =
1

λn
K(

t

λ2
,
x

λ
) ∀(λ, t, x) ∈ (0,∞)2 × Rn.
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En choisissant λ =
√
t dans cette identité et en posant Ψ(x) = K(1, x) on a alors

K(t, x) = 1

t
n
2

Ψ( x√
t
). Toujours par l’étape 2 on a que K(1, x) est une fonction

radiale et ne dépend que de |x|, et donc K(1, x) = ψ(|x|) pour une fonction ψ.
Donc Ψ(y) = ψ(|y|). On a alors

K(t, x) =
1

t
n
2

ψ(
|x|√
t
) (1.19)

Nous allons maintenant déterminer ψ. L’équation de la chaleur (1.13) pour une
fonction radiale K(t, x) = K(t, |x|) (en faisant un abus de notation) s’écrit pour
r = |x|

∂tK = ∂rrK +
n− 1

r
∂rK.

Pour une fonction sous la forme (1.19) on calcule que

∂tK = −n
2

1

t
n
2

+1
ψ(

r√
t
)− r

2t
n
2

+ 3
2

ψ′(
r√
t
) =

1

t
n
2

+1

(
−ψ − ρ

2
ψ′
)

(
r√
t
)

où ρ = r√
t
. On calcule également que ∂rrK = 1

t
n
2 +1ψ

′′( r√
t
) et 1

r∂rK = 1

t
n
2 +1 (1

ρψ
′)( r√

t
).

On a donc

0 = −∂tK + ∂rrK +
n− 1

r
∂rK =

1

t
n
2

+1

(
n

2
ψ +

ρ

2
ψ′ + ψ′′ +

n− 1

ρ
ψ′
)

(
r√
t
).

On en déduit que K résout (1.10) si et seulement si ψ résout
n

2
ψ +

ρ

2
ψ′ + ψ′′ +

n− 1

ρ
ψ′ = 0.

Cela se réécrit
(
ρn

2
ψ + ρn−1ψ′)′ = 0.

Cela est en particulier satisfait si ρ
2ψ + ψ′ = 0, ce qui donne ρ

2 + (lnψ)′ = 0. La

solution est ψ = Ce−
ρ2

4 pour C une constante d’intégration. Puisque l’on souhaite∫
Rn K(t, x)dx = 1 on choisit C =

(∫∞
0 e−

ρ2

4 ρn−1dρ

)−1

= 1

(4π)
n
2
.

Étape 4 Preuve de (1.15). Soit ε > 0. Pour δ > 0 on décompose :∫
Rn
K(t, x)ϕ(x)dx =

∫
Rn
K(t, x)ϕ(0)dx+

∫
Rn
K(t, x)(ϕ(x)− ϕ(0))dx

= ϕ(0)

∫
Rn
K(t, x)dx︸ ︷︷ ︸
I

+

∫
|x|≤δ

K(t, x)(ϕ(x)− ϕ(0))dx︸ ︷︷ ︸
II

+

∫
|x|>δ

K(t, x)(ϕ(x)− ϕ(0))dx︸ ︷︷ ︸
III

.

Par (1.14)
I = ϕ(0)

et
|II| ≤ sup

|x|≤δ
|ϕ(x)− ϕ(0)|

∫
|x|≤δ

K(t, x)dx ≤ sup
|x|≤δ

|ϕ(x)− ϕ(0)| ≤ ε

2

pour δ assez petit par continuité de f . Puis en utilisant (1.13) et un changement de
variable

|III| ≤ 2‖ϕ‖L∞
∫
|x|>δ

K(t, x)dx =
2‖ϕ‖L∞
(4π)

n
2

∫
|y|> δ√

t

e−
|y|2

4 dy ≤ ε

2

pour t assez petit. Donc |I − ϕ(0)| ≤ ε ce qui démontre (1.15).
�
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2.2. Problème de Cauchy pour l’équation de la chaleur. Le problème
de Cauchy associé à l’équation de la chaleur est{

ut = ∆u, (t, x) ∈ (0,∞)× Rn,
u(0, x) = u0(x), x ∈ Rn. (1.20)

Proposition 1.1. Soit u0 continue et bornée sur Rn. Alors la fonction

u(t, x) =

{ ∫
Rn K(t, y)u0(x− y)dy si t > 0,
u0(x) si t = 0,

(1.21)

satisfait u ∈ C∞((0,∞)× Rn) ∩ C([0,∞)× Rn) et est une solution de (1.20).

Remark 1.3. On remarque que la donnée initiale u0 n’est pas forcément deux
fois différentiable et donc que ∆u0 n’est pas forcément bien défini en tant que
fonction. Néanmoins, la proposition permet de donner un sens à l’équation (1.20).

De plus, on constate que la solution est instantanément C∞ dès que t > 0. On
appelle cela l’effet régularisant de l’équation de la chaleur.

Proof. En reconnaissant un produit de convolution, on a que∫
Rn
K(t, y)u0(x− y)dy = (K(t, ·) ∗ u)(x) =

∫
Rn
K(t, x− y)u0(y)dy.

En différentiant le membre de droite, on obtient

ut −∆u =

∫
Rn

(∂tK(t, x− y)−∆K(t, x− y))u0(y)dy = 0.

Puisque K et toutes ses dérivées décroissent exponentiellement vite, on obtient de
manière similaire que u ∈ C∞((0,∞)× Rn).

Montrons maintenant que la formule (1.21) définie une fonction continue jusqu’en
t = 0, et égale à u0 en t = 0. Pour tout x0 ∈ Rn on décompose

u(t, x) =

∫
Rn
K(t, y)u0(x0 − y)dy︸ ︷︷ ︸

I

+

∫
Rn
K(t, y)(u0(x− y)− u0(x0 − y))dy︸ ︷︷ ︸

II

.

On a que I → u0(x0) lorsque t ↓ 0 par le lemme 1.1. On a

|II| ≤
∫
|y|≤δ

K(t, y)|u0(x− y)− u0(x0 − y)|dy + 2‖u0‖L∞(Rn)

∫
|y|≥δ

K(t, y)dy

et donc |II| → 0 lorsque (t, x)→ (0, x0) par un calcul analogue à celui de la preuve
du Lemme 1.1. Ainsi, u ∈ C([0,∞)× Rn) et u(0, x) = u0(x) pour tout x ∈ R.

�

Les solutions de la proposition 1.1 sont uniques. Cette unicité vaut pour des
données initiales à croissance au plus exponentielle. Nous aurons besoin de ce ré-
sultat plus tard dans la section 7 pour étudier les solutions de l’équation de Burgers
visqueuse. On dit qu’une fonction f : [0,∞) × Rn → R est à croissance au plus
exponentielle si pour tout T > 0 il existe C, µ > 0 tel que |f(t, x)| ≤ Ceµ|x| pour
tout (t, x) ∈ [0, T ]× Rn. On étend cette définition aux fonctions f : Rn → R.

Proposition 1.2. Soit u0 continue à croissance au plus exponentielle. Alors u
donnée par (1.21) est l’unique solution de (1.20) dans C∞((0,∞)×Rn)∩C([0,∞)×
Rn) qui soit à croissance au plus exponentielle.
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Proof. Les preuves du fait que u donnée par (1.21) est une solution de (1.20)
dans C∞((0,∞) × Rn) ∩ C([0,∞) × Rn), et du fait que u est à croissance au plus
exponentielle, sont si similaires aux preuves de la proposition 1.1 que nous les omet-
tons.

Nous nous contenterons donc seulement de démontrer l’unicité. Nous allons
montrer que pour u0 = 0 la fonction u = 0 est l’unique solution de (1.21) dans
C∞((0,∞)×Rn)∩C([0,∞)×Rn) qui soit à croissance au plus exponentielle. Cela
démontrera l’unicité pour un u0 quelconque, puisqu’alors si u et v sont deux solutions
de donnée initiale u0, par linéarité la différence u−v est aussi une solution de donnée
initiale 0, et donc u− v = 0, soit u = v.

Soit maintenant une solution u ∈ C∞((0,∞)×Rn) ∩C([0,∞)×Rn) de (1.21),
telle que u(0, x) = 0 pour tout x ∈ R, et telle que |u(t, x)| ≤ Ceµ|x| pour tous
(t, x) ∈ [0, T ] × Rn, pour deux constantes C, µ > 0. Nous allons mettre en oeuvre
une méthode appelée estimation d’énergie, qui consiste à étudier la variation au
cours du temps d’une quantité intégrée bien choisie.

Soit χ ∈ C∞c (Rn) une fonction telle que 0 ≤ χ ≤ 1 avec χ(x) = 1 pour |x| ≤ 1,
et χ(x) = 0 pour |x| ≥ 2 (on appelle χ une fonction localisante). Pour R > 1 on
pose χR(x) = χ(x/R) et uR(t, x) = χR(x)u(t, x). Soit w(x) = e−K|x| pour une
constante K > 2µ. On pose

E(t) =

∫
Rn
u2(t, x)w(x)dx et ER(t) =

∫
Rn
u2
R(t, x)w(x)dx.

En utilisant que
∫
|x|>R u

2(t, x)w(x)dx ≤
∫
|x|>R e

−(K−2µ)|x|dx → 0 lorsque R → ∞,
on a que E(t) est une intégrale absolument convergente et que ER → E lorsque
R → ∞ uniformément sur [0, T ]. De part les hypothèses de régularité sur u on
a ER ∈ C([0, T ]) ∩ C1((0, T ]). La fonction E est donc continue sur [0, T ] comme
limite de fonctions continues. Comme ∂tu = ∆u la fonction uR satisfait

∂tuR = ∆uR − 2
n∑
i=1

∂

∂xi

(
(
∂

∂xi
χR)u

)
+ ∆χRu

pour t > 0. Ainsi, en intégrant par parties

d

dt
ER(t) = 2

∫
Rn

(
∆uR − 2

n∑
i=1

∂

∂xi

(
(
∂

∂xi
χR)u

)
+ ∆χRu

)
uRwdx

= −2

∫
Rn
|∇uR(t, x)|2w(x)dx− 2

∫
uR(∇uR.∇w)

+ 4

∫
(∇χR.∇uR)uw + 4

∫
uuR(∇χR.∇w) + 2

∫
∆χRuuRw

Comme ∇w(x) = −K x
|x|e
−K|x| on a |∇w| ≤ Kw. Comme ∇χR(x) = R−1∇χ(x/R)

et ∆χR(x) = R−2∆χ(x/R) et que∇χ et ∆χ sont des fonctions bornées, il existe une
constante L telle que |∇χR|+ |∆χR| ≤ L pour R ≥ 1. Donc par Cauchy-Schwarz :∣∣∣∣∫ uR(∇uR.∇w)

∣∣∣∣ ≤ K ∫ |uR||∇uR|w
≤ K

(∫
|uR|2w

) 1
2
(∫
|∇uR|2w

) 1
2

= K
√
ER

(∫
|∇uR|2w

) 1
2
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et de manière très similaire∣∣∣∣∫ (∇χR.∇uR)uw

∣∣∣∣ ≤ L√E (∫ |∇uR|2w) 1
2

∣∣∣∣∫ uuR(∇χR.∇w)

∣∣∣∣ ≤ LK√E√ER∣∣∣∣∫ ∆χRuuRw

∣∣∣∣ ≤ L√E√ER.
En combinant ces inégalités et en utilisant de plus ER ≤ E, on obtient

d

dt
ER(t) ≤ −2

∫
Rn
|∇uR|2w(x) + (2K + 4L)

√
E

(∫
|∇uR|2w

) 1
2

+ (4KL+ 2L)E

On rappelle l’inégalité de Cauchy :

ab ≤ κ

2
a2 +

1

2κ
b2.

On a donc en prenant κ = K + 2L que

(2K + 4L)
√
E

(∫
|∇uR|2w

) 1
2

≤ (K + 2L)2E +

∫
|∇uR|2w.

En combinant, on obtient ainsi que

d

dt
ER(t) ≤ −

∫
Rn
|∇uR|2w(x) + (K + 2L)2E + (4KL+ 2L)E ≤ L3E(t)

pour une constante L3 = (K + 2L)2 + 4KL + 2L. En intégrant il vient ER(t) ≤
ER(t0) +L3

∫ t
t0
E(t′)dt′ pour 0 < t0 < t ≤ T . En faisant tendre R vers ∞ et t0 vers

0 on obtient

E(t) ≤ E(0) + L3

∫ t

0
E(s)ds.

Par le lemme de Gronwall on a E(t) ≤ E(0)eL3t. Comme E(0) = 0 car u0 = 0, on
conclut que E(t) = 0 et donc u = 0.

�

Remark 1.4. Tychonoff a montré qu’il n’y a pas unicité pour certaines solutions
de l’équation de la chaleur, qui ont une croissance à l’infini en espace plus rapide
qu’exponentielle.

3. Exercices

Ajouter exercice general sur principe du maximum pour equation
advection-diffusion lineaire

Exercice 1.1 (Principe du maximum et principe de comparaison). (1) Soit
u une solution de (1.4) comme dans le lemme 1.2. Soit E ⊂ Rn un ensem-
ble et E + y = {z ∈ Rn, z = x+ y pour un x ∈ E}. Montrer que

inf
E−tb

u0(x) ≤ u(t, x) ≤ sup
E−tb

u0(x) ∀(t, x) ∈ [0,∞)× E.

(Cette inégalité s’appelle le principe du maximum pour une équation de
transport).
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(2) En déduire que si u et v sont deux solutions de (1.4) telles que u0(x) ≤
v0(x) pour tout x ∈ E alors

u(t, x) ≤ v(t, x) ∀t ≥ 0 et x ∈ E + tb.

(Cette inégalité s’appelle le principe de comparaison pour l’équation de
transport).

(3) Soit u une solution de (1.20) comme dans la proposition 1.1. Montrer que

inf
x∈Rn

u0(x) ≤ u(t, x) ≤ sup
x∈Rn

u0(x) ∀(t, x) ∈ [0,∞)× Rn.

(Cette inégalité s’appelle le principe du maximum pour l’équation de la
chaleur).

(4) En déduire que si u et v sont deux solutions telles que u0(x) ≤ v0(x) pour
tout x ∈ Rn alors

u(t, x) ≤ v(t, x) ∀(t, x) ∈ [0,∞)× Rn.
(Cette inégalité s’appelle le principe de comparaison pour l’équation de la
chaleur).

Exercice 1.2 (Formule de Duhamel pour l’équation de la chaleur inhomogène).
Soit f ∈ C1([0,∞)× Rn) telle que f et ses dérivées sont bornées.

(1) Montrer que la fonction

u(t, x) =

∫ t

0
(K(t− s) ∗ f(s, ·))(x)ds

est continument différentiable en temps et deux fois continument différen-
tiable en espace.

(2) Montrer qu’elle satisfait l’équation de la chaleur inhomogène.

∂tu = ∆u+ f

(3) Montrer que c’est la seule solution ayant ces propriétés de régularité et à
croissance au plus exponentielle de cette équation.



CHAPTER 2

Equations de transport quasi-linéaires

On qualifie de quasilinéaire une équation non linéaire dont les termes dépen-
dent de manière linéaire en les dérivées d’ordre le plus élevé dans l’équation. Nous
étudierons l’équation de transport quasilinéaire

ut(t, x) + b(t, x, u(t, x)).∇u(t, x) = c(t, x, u(t, x)).

Maintenant le vecteur vitesse b du milieu et le terme de réaction c dépendent du
temps t, de la position x, et de l’inconnue u. Le problème de Cauchy associé est{

ut + b(t, x, u(t, x)).∇u = c(t, x, u), (t, x) ∈ [0,∞)× Rn,
u(0, x) = u0(x), x ∈ Rn. (2.1)

1. Lignes caracteristiques

1.1. Équations caractéristiques. Dans le cas linéaire traité précédemment
dans la sous-section 1, u était constante le long des trajectoires (t, x + tb) (voir
Lemme 1.1). Pour résoudre (2.1), on s’inspire de cette remarque et l’on considère une
trajectoire y(t) = (y1(t), ..., yn(t)) de classe C1. En différentiant une composition
de fonctions, il vient

du

dt
(t, y(t)) =

∂u

∂t
(t, x) +

n∑
i=1

dyi
dt

(t)
∂u

∂xi
(t, x)

= ut(t, y) +
dy

dt
.∇u(t, y)

où dy
dt = (dy1

dt , ...,
dyn
dt ). Si la trajectoire y(t) satisfait

dy(t)

dt
= b(t, y(t), u(t, y(t))), (2.2)

alors en utilisant (2.1)
du

dt
(t, y(t)) = ut(t, y) + b(t, y(t), u(t)).∇u(t, y(t))

= c(t, y(t), u(t, y(t))).

En posant
z(t) = u(t, y(t))

cela se réécrit sous la forme
dz

dt
(t) = c(t, y(t), z(t)). (2.3)

Les courbes {(t, y(t))}t∈[0,T ) satisfaisant (2.2) sont appelées les lignes caractéris-
tiques de l’équation (2.1). Ces calculs démontrent le résultat suivant.

Lemme 2.1 (Structure des equations caracteristiques). Soit u ∈ C1([0, T )× U)
une solution de (2.1). Supposons que y(t) est une solution de (2.2) pour t ∈ [0, T ).
Alors la fonction z(t) = u(t, y(t)) résout (2.3) pour t ∈ [0, T ).

15
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1.2. Exemple dans le cas lineaire. C’est le cas où la dépendance des fonc-
tions b.∇u et c en l’inconnue u est linéaire, c’est-à-dire

b(t, x, u(t, x)) = b(t, x) et c(t, x, u(t, x)) = c(t, x)u(t, x).

L’équation de transport (2.1) est dans ce cas

ut(t, x) + b(t, x).∇u(t, x) = c(t, x)u(t, x).

L’équation (2.2) pour les lignes caractéristiques y(t) devient

dy(t)

dt
= b(t, y(t)).

Remarquez que cette équation peut se resoudre sans connâitre u, par application
du théorème de Cauchy-Lipschitz ! L’équation (2.3) pour l’inconnue le long des
trajectoires est alors

dz(t)

dt
= c(t, y(t))z(t)).

Puisque z(0) = u0(y(0)), la solution de cette équation est

z(t) = u0(y(0))exp

(∫ t

0
c(s, y(s))ds

)
.

2. Resolution locale en espace-temps du probleme de Cauchy

Pour calculer une ligne caractéristique y(t) par (2.2), on a besoin de connaître
la valeur de l’inconnue z(t) = u(t, y(t)) le long de cette ligne. Cette dernière est
solution de (2.3). En mettant (2.2) et (2.3) ensemble on obtient les équations car-
actéristiques de l’équation (2.1):

dy(t)
dt = b(t, y(t), z(t)),
dz(t)
dt = c(t, y(t), z(t)),
y(0) = X, z(0) = u0(X).

(2.4)

On constate que (2.4) est un système dit fermé, c’est-à-dire qu’on peut le résoudre
isolément, sans autres informations sur la solution (on a pas besoin de connaître
les valeurs de u ailleurs). Le Lemme suivant énonce qu’il est toujours possible de
calculer les lignes caractéristiques localement autour d’un point X0, au moins sur
un petit intervalle de temps.

Lemme 2.1 (Résolution locale des équations caractéristiques). Supposons que
u0, b et c soient des fonctions de classe Ck avec k ≥ 1. Alors pour tout X0 ∈ Rn,
il existe un voisinage U de (0, X0) dans [0,∞)×Rn tel que pour tout (t, x) ∈ U , il
existe un unique X ∈ Rn avec (0, X) ∈ U tel que la solution de (2.4) existe sur [0, t]
et satisfait :

y(t) = x,

et (s, y(s)) ∈ U pour tous s ∈ [0, t]. De plus, la fonction (t, x) 7→ X est de classe
Ck.

Proof. On introduit la nouvelle variable

a = (y, z) ∈ Rn+1

et la nouvelle fonction
f(t, a) = (b(t, y, z), c(t, y, z))
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et on pose a∗0 = (X0, u0(X0)). Alors (y(t), z(t)) est une solution de (2.4) si et
seulement si a(t) = (y(t), z(t)) est une solution de l’équation différentielle ordinaire{

da(t)
dt = f(t, a(t)),
a(0) = a0.

(2.5)

C’est une équation différentielle ordinaire sous sa forme la plus classique, comme vu
dans tout cours de systèmes dynamiques ! La fonction f est de classe Ck. Par le
théorème de Cauchy-Lipschitz pour tout a0 ∈ Rn+1 il existe un temps T > 0 et une
unique solution a(t) de (2.5) sur [0, T ]. De plus, par le théorème de régularité du
flot des EDO, les solutions ont une régularité Ck en la donnée initiale. Cela signifie
que, en notant φ(t, a0) = a(t) la solution de (2.5) de donnée initiale a0 au temps t,
alors on a φ ∈ Ck([0, T ]× Rn).

On note Ψ : (t,X) 7→ y(t) l’application qui à un temps t et une position initiale
X associe la position y(t) au temps t de la particule initialement en X. Le calcul de
Ψ s’effectue en trois étapes. D’abord on ajoute la quantité u0(X), avec la fonction

ψ1 : (t,X) 7→ (t,X, u0(X)).

Ensuite on calcule la solution (y(t), z(t)) de (2.4) au temps t de donnée initiale
(X,u0(X)). Cela revient à calculer φ(ψ1(t,X)). Enfin, on ne garde que la première
composante de (y(t), z(t)), avec la fonction

ψ2 : (y, z) 7→ y.

C’est-à-dire que Ψ s’écrit comme la composition de trois fonctions

Ψ = ψ2 ◦ φ ◦ ψ1 : (t,X) 7→ y(t). (2.6)

Puisque φ est de classe Ck, que ψ1 est Ck par les hypothèses du lemme et que ψ2

est de classe C∞, alors Φ est de classe Ck. Notons Ψ = (Ψ1...,Ψn) les coordonnées
de Ψ. Alors Ψi = yi(t) pour i = 1, ..., n. Calculons la différentielle de Ψ par rapport
à la deuxième variable du couple (t,X):

JXΨ =

 ∂Ψ1
∂X1

... ∂Ψ1
∂Xn

∂Ψn
∂X1

... ∂Ψn
∂Xn

 .

Puisque y(0) = X pour tout X, on a que Ψ(0, X) = X, et donc que ∂Ψi
∂Xi

(0, X) = 1

et ∂Ψi
∂Xj

(0, X) = 0 si i 6= j. Ainsi,

JXΨ(0, X0) = Id

On pose maintenant Φ(t,X) = (t,Ψ(t,X)). Alors Φ est C1 et par l’équation ci-
dessus on a que JΦ est inversible en (0, X0). Par le Théorème d’inversion locale,
il existe V un voisinage de (0, X0) tel que Φ définit un Ck difféomorphisme entre
V et son image Φ(V ). Il existe alors ε tel que W = [0, ε) × B(X0, ε) ⊂ V , et alors
U = Φ(W ) est un voisinage ouvert de (0, X0) dans [0,∞)× Rn.

Montrons finalement que U satisfait les conclusions du lemme. Soit (t, x) ∈ U .
Alors il existe (t′, X) tel que Φ(t′, X) = (t, x). Par définition Φ(t′, X) = (t′, y(t′))
avec y donné par la solution de (2.4) de donnée initiale (X,u0(X)), et donc t = t′

et y(t) = x. Puisque Φ est un difféomorphisme, alors X est unique. De plus,
Φ(s,X) ∈ U pour tout s ∈ [0, t) par définition de U , et donc (s, y(s)) ∈ U pour tout
s ∈ [0, t). Enfin, la fonction (t, x) 7→ (t,X) est égale à Φ−1 et est donc de classe Ck,
donc (t, x) 7→ X est de classe Ck.

�
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Une fois les équations caractéristiques résolues, on peut résoudre, au moins
localement, l’équation de transport (2.1). Pour ce faire, on écrit

X = X(t, x)

pour X donné par le lemme 2.1. Le lemme 2.1 assure que (2.4) admet une solution
(y(s), z(s)) sur [0, t]. On définit alors

u(t, x) = z(t,X, u0(X)) (2.7)

où on a noté z(t,X, u0(X)) pour bien indiquer la dépendance de z(t) en les condi-
tions initiales X et u0(X).

Theoreme 2.1 (Theoreme local d’existence et unicité). On conserve les hy-
pothèses du lemme 2.1. Alors la fonction u définie par (2.7) est de classe Ck et
résout

ut + b(t, x, u).∇u = c(t, x, u) pour (t, x) ∈ U (2.8)
avec la condition initiale

u(0, x) = u0(x)) pour x ∈ Rn tel que (0, x) ∈ U. (2.9)

De plus, u est l’unique telle fonction de classe Ck satisfaisant (2.8) et (2.9).
Proof. Soit x ∈ Rn tel que (0, x) ∈ U , alors pour t = 0 le point X satis-

faisant les conclusions du Lemme 2.1 est X = x. Donc par (2.7) on a u(0, x) =
z(0, x, u0(x)), et par la dernière égalité de (2.4) on a z(0, x, u0(x)) = u0(x). Donc
u(0, x) = u0(x) et u satisfait (2.9).

On considère maintenant le membre de gauche de (2.7) comme une fonction des
variables t et X. C’est-à-dire, en utilisant la notation de la preuve du lemme 2.1
que u(t, x) = u(Φ(t,X)). On différencie alors u dans les variables (t,X) par rapport
à t en gardant X fixé, et l’on obtient en différentiant une composition :

(
∂

∂t
u(Φ(t,X)))X = (

∂Φ0

∂t
)X(

∂u

∂t
(t, x))x +

n∑
i=1

(
∂Φi

∂t
)X(

∂u

∂xi
)t,x1,...,xi−1,xi+1,...,xn(t, x).

Si dessus, on a utilisé la notation que ( ∂h∂α)β dénote la différentiation de h par rapport
à la variable α en gardant la variable β fixée. Puisque Φ0 = t et (Φ1, ...,Φn) = y(t),
on a (∂Φ0

∂t )X = 1, et que par (2.4) puis (2.7)

(
∂Φi

∂t
)X = (

∂yi(·)
∂t

)X(t) = bi(t, y(t), z(t)) = bi(t, x, u(t, x)).

En combinant on obtient d’une part

(
∂

∂t
u(Φ(t,X)))X = ut(t, x) + b(t, x, u(t, x)).∇u(t, x).

D’autre part, par (2.4) puis (2.7)

(
∂

∂t
u(Φ(t,X)))X = (

∂

∂t
z(t,X, u0(X)))X = c(t, y(t), z(t)) = c(t, x, u(t, x)).

Ainsi
ut(t, x) + b(t, x, u(t, x)).∇u(t, x) = c(t, x, u(t, x))

et u résout (2.8).
L’unicité de u découle du Lemme 2.1 et de l’unicité des solutions de (2.4) par le

théorème de Cauchy-Lipschitz.
�

Remark 2.2. Le théorème 2.1 et sa preuve illustrent cette remarque fonda-
mentale : connaître la solution d’une équation de transport équivaut à connaître les
solutions des équations caractéristiques.
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3. Resolution globale en espace du problème de Cauchy

Le théorème 2.1 démontre qu’on peut toujours résoudre l’équation de transport
(2.1) près d’un point X0 et pour des temps petits. On remarque que l’argument
essentiel de la preuve est qu’à chaque instant t, les lignes caractéristiques sont un
difféomorphisme. Si pour deux points différents X 6= X ′ les lignes caractéristiques
se retrouvaient toutes deux en position x à l’instant t, alors on ne pourrait plus
définir u par (2.7) par manque d’unicité.

On souhaite maintenant résoudre l’équation (2.1) sur l’espace Rn en entier. Le
point essentiel sera d’obtenir que sur un intervalle de temps uniforme [0, T ) il n’y
a pas d’intersection des lignes caractéristiques. Pour cela nous allons utiliser le
théorème d’Hadamard-Levy ci-dessous qui caractérise les C1 difféomorphimes de
Rn.

Theoreme 2.1 (Caractérisation des C1 difféomorphismes de Rn). Soit f ∈
C1(Rn,Rn). Alors f est un C1 difféomorphisme de Rn si et seulement si Jf(x) est
inversible pour tout x ∈ Rn et lim|x|→∞ |f(x)| =∞.

On note B(x0, R) = {x ∈ Rn, |x− x0| < R} la boule ouverte, B(x0, R) = {x ∈
Rn, |x−x0| ≤ R} la boule fermée et ∂B(x0, R) = {x ∈ Rn, |x−x0| = R} la sphère.

Proof. Implication directe. Sa preuve est simple et est laissée au lecteur.

Implication indirecte. On se fixe une fonction f ∈ C1 avec Jf partout inversible et
lim|x|→∞ |f(x)| =∞.

Étape 1. Condition suffisante pour l’existence d’un antécédent. Soient x0, y ∈ Rn
et R > 0. Nous affirmons que si minx∈∂B(x0,R) |f(x)−y| > |f(x0)−y| alors il existe
x ∈ B(x0, R) tel que f(x) = y.

En effet, la fonction x 7→ |f(x)− y| est continue sur B(x0, R) et on note ν ≥ 0
son minimum atteint en un point x∗. Par hypothèse, x∗ ∈ B(x0, R). Supposons
par l’absurde que ν > 0. Comme Jf(x∗) est inversible, par le théorème d’inversion
locale, pour tout δ > 0, il existe ε > 0 tel que si y′ ∈ B(f(x∗), ε), il existe x′ ∈
B(x∗, δ) tel que f(x′) = y′. Comme |f(x∗)−y| > 0, on peut choisir y′ ∈ B(f(x∗), ε)
tel que |y′ − y| < |f(x∗) − y|. Pour δ assez petit on a alors x′ ∈ B(x0, R) et
|f(x′)− y| < ν, ce qui contredit la définition de ν.
Étape 2. Surjectivité. Montrons que f est surjective. Soit y ∈ Rn. Comme
lim|x|→∞ |f(x)| = ∞, on peut appliquer le résultat de l’étape 1 pour x0 = 0 et
R > 0 assez grand, et il existe effectivement x tel que f(x) = y.
Étape 3. Preuve dans le cas C2. Montrons que si f ∈ C2 alors f est un C1

difféomorphisme. Par l’étape 2 il suffit de montrer que f est injective.
Soit y ∈ Rn, alors il faut démontrer que l’ensemble S où l’application g : x 7→

y − x s’annule est un singleton. Notons que Jg = −Jf . Considérons l’équation
différentielle ordinaire{

x′ = F (x),
x(0) = x0,

avec F (x) = −(Jg(x))−1g(x). (2.10)

Comme f est C2, alors F est C1 et le théorème de Cauchy-Lipschitz assure que
pour tout x0 ∈ Rn, il existe une unique solution maximale x(t).

En n’importe quel point x ∈ S, la linéarisation de (2.10) est :

Jf(x)(u) = −(Jg(x∗))−1Jg(x∗)(u)−
[
J(Jg−1)(x∗)Jg(x∗)(u)

]
g(x) = −Id

car g(x) = 0. Donc x est un équilibre stable de (2.10).
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Soit x(t) une solution quelconque de (2.10) et soit y(t) = g(x(t)). Alors

y′(t) = Jg(x(t))
[
x′(t)

]
= Jg(x(t))

[
−(Jg(x))−1g(x)

]
= −y(t).

Donc tant que x(t) existe, on a

g(x(t)) = y(t) = e−tg(x0) (2.11)

Puisqu’ainsi la fonction g(x(t)) est bornée, et comme lim|x|→∞ |g(x)| =∞, on déduit
que x(t) est bornée. Par le lemme des bouts, la solution maximale x(t) de (2.10)
est globale en temps. Soit

ω(x0) = {x∗ ∈ Rn, tel qu’il existe tn →∞ avec lim
n→∞

x(tn) = x∗}

l’ensemble ω-limite. Il contient au moins un point x∗ car x(t) est bornée. Par
(2.11) on a limt→∞ g(x(tn)) = 0, et donc g(x∗) = 0 par continuité. Donc x∗ ∈ S.
Puisque limn→∞ x(tn) = x∗, et que tous les points de S sont des équilibres stables,
limx→∞ x(t)→ x∗. Donc ω(x0) ne contient que le point x∗, que l’on notera x∗(x0).

Pour x ∈ S on pose Ex = {x0 ∈ Rn, x∗(x0) = x} le bassin d’attraction de x.
Les ensembles Ex et Ex′ sont disjoints si x = x′. Par continuité du flot de (2.10),
et car x est un équilibre stable, chaque Ex est ouvert. De plus, Rn = ∪x∈SEx.
Ces ensembles définissent donc une partition de Rn en ensembles ouverts, et par
connexité, il ne peut y avoir qu’un seul tel ensemble, et donc qu’un seul x ∈ S.
Étape 4. Stabilité par passage à la limite. Montrons que s’il existe fn une suite
de C1 difféomorphismes de Rn telle que ‖f − fn‖L∞ + ‖Jf − Jfn‖L∞ → 0 alors f
est également un C1 difféomorphisme. Par l’étape 2, il suffit de montrer que f est
injective.

Supposons par contradiction qu’il existe x1 6= x2 tels que f(x1) = f(x2) = y.
Soit ε > 0. Comme Jf(x1) est inversible, κ = inf |v|=1 |Jf(x1)v| > 0. Pour x ∈
∂B(x1, ε) on écrit x = x1 + εv avec v un vecteur unitaire, et alors par expansion de
Taylor f(x) = y + εJf(x1)v + oε→0(ε). Donc |f(x) − y| > κε/2 pour ε assez petit.
On en déduit que

|fn(x)− y| − |fn(x1)− y| = |fn(x)− f(x) + f(x)− y| − |fn(x1)− f(x1)|
≥ |f(x)− y| − |fn(x)− f(x)| − |fn(x1)− f(x1)|
≥ κε/2− 2‖fn − f‖L∞ > 0

pour n assez grand. En appliquant le résultat de l’étape 1 à fn, il existe x1,n ∈
B(x1, ε) tel que fn(x1,n) = y. En faisant le même raisonnement en x2, il existe
x2,n ∈ B(x1, ε) tel que fn(x2,n) = y. Donc fn n’est pas injective ce qui est absurde.
Étape 5. Fin de la preuve par argument de densité. Nous affirmons qu’il existe fn
une suite de fonctions C2 avec Jfn partout inversible, telles que ‖f−fn‖L∞+‖Jf−
Jfn‖L∞ → 0. Comme lim|x|→∞ |f(x)| = ∞ alors lim|x|→∞ |fn(x)| = ∞. Donc par
l’étape 3, fn est un C1 difféomorphisme, et par l’étape 4, f est alors aussi un C1

difféomorphisme ce qui conclut la preuve de l’implication indirecte.
Il reste à démontrer l’affirmation. Soit ε > 0. Soit 0 = r0 < r1 < ... < rk →∞.

Remarquons qu l’on peut écrire f(x) =
∑∞

k=1 fk(x) avec fk ∈ C1 qui a son support
dans l’ensemble {rk−1 < |x| < rk+1}. Il y a donc au plus 2 termes non nuls dans la
somme. Pour tout k, par densité des fonctions C2(B(0, rk+1)) dans C1(B(0, rk+1)),
il existe toujours gk telle que ‖fk − gk‖L∞ < ε/2 et ‖Jfk − Jgk‖L∞ < ε/2, et on
peut supposer de plus que gk a son support dans l’ensemble {rk−1 < |x| < rk+1}.
Soit g =

∑∞
k=1 gk(x), où il y a au plus 2 termes non nuls dans la somme. Alors

g ∈ C2 et ‖f − g‖L∞ < ε et ‖Jf − Jg‖L∞ < ε par la propriété des supports. D’où
l’affirmation.
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On peut alors résoudre (2.1) sous des hypothèses sur b, c et u0 qui empècheront
l’intersection des lignes caractéristiques en temps court. Par le théorème 2.1, il
faudra vérifier que les lignes caractéristiques débutant loin restent loin, et que la
différentielle des lignes caractéristiques reste inversible.

Theoreme 2.2 (Resolution du problème de Cauchy sur l’espace entier). On
suppose que b, c ∈ C1([0,∞)×R1+n) et u0 ∈ C1(Rn) et que les différentielles de b, c
et u0 sont bornées. Alors il existe T > 0 et une unique solution u ∈ C1([0, T )×Rn)
de (2.1).

Si de plus b, c, et u0 sont de classe Ck pour un k ≥ 2, alors u ∈ Ck([0, T )×Rn).

Proof. Leurs différentielles étant bornées, il existeM > 0 tel que |Jb|, |Jc|, |Ju0| ≤
M où |A| = supx 6=0

|Ax|
|x| . On a alors

|b(t, x, u)|+ |c(t, x, u)| ≤M +M(|x|+ |u|) et |u0(x)| ≤M +M |x| (2.12)

pour 0 ≤ t < 1, quitte à prendre M plus grand. Dans la suite, C désignera une
constante indépendante des autres constantes en jeu, qui pourra varier d’une ligne
à l’autre. On garde les notations de la preuve du Lemme 2.1, pour a, f , φ, Ψ, ψ1

et ψ2. On écrit Ψt(x) = Ψ(t, x) et φt(x) = φ(t, x). Puisque f = (b, c) :

|f(a)| ≤ C(M +M |a|) et |Jf | ≤ CM. (2.13)

Étape 1. Estimation sur les lignes caractéristiques. On considère les solutions des
équations caractéristiques (2.4)-(2.5) (données par Cauchy-Lipschitz). On affirme
qu’elles sont globales en temps, et qu’il existe T > 0 tel que pour t ∈ [0, T ) :

1

2
|X| − 1 ≤ |y(t,X)| ≤ 2|X|+ 1 (2.14)

pour tout X ∈ Rn. Pour le démontrer, on intègre (2.5) :

a(t) = a0 + ã(t), ã(t) =

∫ t

0
f(s, a(s))ds. (2.15)

On obtient par (2.13) :

|a(t)| ≤ |a0|+
∫ t

0
|f(s, a(s))|ds ≤ |a0|+

∫ t

0
C(M +M |a(s)|)ds.

Par application du lemme de Gronwall, cela implique

|a(t)| ≤ (1 + |a0|)eCMt. (2.16)

Puisque a est la solution maximale de (2.5) avec f ∈ C1([0,∞) × R2n) et que a
reste bornée sur tout intervalle de temps par (2.16), par application du Lemme des
bouts, a existe pour tout temps t ≥ 0. Soit ε > 0. En injectant (2.16) dans (2.15)
on obtient que pour t petit :

a(t) = a0 + ã(t), |ã(t)| ≤ ε+ ε|a0|

où l’on a utilisé |ã(t)| ≤ C
∫ t

0 (M +M(1 + |a0|)eCMs)ds par (2.12) et (2.16), et pris
t < T (M, ε) petit. Donc on a |a− a0| ≤ ε + ε|a0|. Puisque a = (y, z) et y(0) = X,
alors |y −X| ≤ ε + 2ε|a0|. Puisque a0 = (X,u0(X)), on a |a0| ≤ C + CM |X| par
(2.12), et donc |y −X| ≤ Cε(1 +M |X|). Cela implique (2.14) pour ε assez petit.

Étape 2. Invertibilité de la différentielle des lignes caractéristiques. Nous montrons
maintenant qu’il existe T (M) > 0 tel que pour tout t ∈ [0, T ), la différentielle de
Ψt = y(t, ·) est inversible en tout point.
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Nous rappelons que φt désigne le flot de la solution de (2.5). On a donc φ0(a0) =
a0 et ∂tφt(a0) = f(t, φt(a0)). On note Ja la différentielle en la variable a. En
différentiant on obtient

∂tJaφt(a0) = Jaf(t, φt(a0))Jaφt(a0). (2.17)

Puisque φ0(a0) = a0, on a Jaφt(a0) = Id, et donc en intégrant :

Jaφt(a0) = Id+ Ã, Ã =

∫ t

0
Jaf(s, φs(a0))Jaφs(a0)ds. (2.18)

En utilisant (2.13) :

|Jaφt(a0)| ≤ 1 +

∫ t

0
CM |Jaφs(a0)|ds.

Par le lemme de Gronwall, on obtient |Jaφt(a0)| ≤ eCMt. Soit ε > 0. En injectant
dans (2.18) il vient pour t est assez petit t < T (M, ε)

Jaφt = Id+ Ã, Ã =

∫ t

0
Jaf(s, φs(a0))Jaφs(a0)ds, |Ã| ≤ ε

où pour la dernière inégalité on a utilisé |Ã| ≤
∫ t

0 CMeCMsds. On rappelle par (2.6)
que Ψ = ψ2 ◦ φ ◦ ψ1. Donc la différentielle de Ψt est

JXΨt =

(
Id (0)
(0) (0)

)
Jaφt

(
Id (0)
(0) Ju0

)
En utilisant (2.18) on obtient

JXΨt = Id+ B̃, B̃ =

(
Id (0)
(0) (0)

)
Ã

(
Id (0)
(0) Ju0

)
, |B̃| ≤ CMε,

où pour la dernière inégalité on a utilisé que |Ã| ≤ ε et |Ju0| ≤M . Donc JXΨt est
bien inversible en tout point si ε est assez petit.

Étape 3. Obtention de la solution. En combinant les étapes 1 et 2, il existe T > 0
tel que pour tout t ∈ [0, T ), l’application Ψt est C1, avec lim|X|→∞ |Ψt(X)| =
lim|X|→∞ |y(t,X)| = ∞ par (2.14), et avec JΨt(X) inversible pour tout X ∈ Rn.
Par le théorème 2.1, Ψt est donc un C1 difféomorphisme de Rn.

Puisque Ψt est une bijection, pour tout t ∈ [0, T ) et x ∈ Rn, il existe un unique
X ∈ Rn tel que y(t,X) = Ψt(X) = x. On définit alors u comme dans la section
précédente par la formule (2.7). En répétant exactement la preuve du théorème
(2.1), on obtient que u est bien une solution de (2.1). L’unicité découle alors du
Lemme 2.1 et de l’unicité dans le théorème de Cauchy-Lipschitz pour les équations
caractéristiques (2.4).

�

Remark 2.3. Les théorèmes 2.2 et 2.1 peuvent se généraliser à d’autres con-
textes. Il s’adaptent très naturellement pour résoudre l’équation pour des temps
négatifs. Ils s’adaptent également si l’on veut spécifier la condition au bord u0 sur
une hypersurface autre que {t = 0}.

Les hypothèses de régularités dans le théorème 2.2 sont en un certain sens op-
timales. Si b, c, u0 ne les satisfont pas, il faudra adapter la preuve et s’assurer que
les lignes caractéristiques ne s’intersectent pas.
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4. Exercices

Exercice 2.1. On considère{
ut + b.∇ux = f, (t, x) ∈ [0,∞)× Rn,
u(0, x) = u0(x), x ∈ Rn. (2.19)

où b ∈ Rn est constant, et f = f(t, x).
• Écrire les équations caractéristiques associées à (2.19).
• Résoudre ces équations caractéristiques pour trouver la solution u de (2.19).
Assurez-vous que votre réponse coincide avec la formule (1.7) du premier
chapitre.

Exercice 2.2 (Pris du Evans). Résoudre en utilisant la méthode des équations
caractéristiques {

ut + x
1+tux = 2u, (t, x) ∈ [0,∞)× R,

u(0, x) = cos(x), x ∈ R,

puis {
x1ux1 + 2x2ux2 + ux3 = 3u, (x1, x2, x3) ∈ R3,
u(x1, x2, 0) = u0(x1, x2), x ∈ R.

et {
ut + uux = 1, (t, x) ∈ R2,
u(y, y) = 2y, y ∈ R.

Pour cette dernière équation, les lignes caractéristiques se croisent en un point.
Lequel ?

Exercice 2.3 (Transport linéaire 1D). On considère l’équation de transport
linéaire {

∂tu(t, x) + b(x)∂xu(t, x) = 0, t > 0 et x ∈ R,
u(0, x) = u0(x), x ∈ R. (2.20)

On fait les hypothèses que b ∈ C1(R) et que b et d
dxb sont bornées sur R. Pour X ∈ R

on note y(t,X) la solution de{
∂ty(t,X) = b(y(t,X)),
y(0, X) = X.

(2.21)

(1) Montrer que pour tout X ∈ R, la solution y(·, X) de (2.21) est globale en
temps. Montrer que pour tout t ≥ 0, l’application X 7→ y(t,X) est un C1

difféomorphisme sur R.
(2) On pose pour t ≥ 0 l’application y−1(t, x) qui est l’inverse de X 7→ y(t,X),

i.e. y(t, y−1(t, x)) = x. Montrer que pour tout u0 ∈ C1(R), il existe une
unique solution u ∈ C1([0,∞)× R) de (2.20) qui s’écrit

u(t, x) = u0(y−1(t, x)). (2.22)

(3) Soient u et ũ deux solutions données par (2.22), de données initiales u0, ũ0 ∈
C1(R). On suppose qu’il existe X1 < X2 tels que u0(x) ≤ ũ0(x) pour tout
X1 ≤ x ≤ X2. Montrer que

u(t, x) ≤ ũ(t, x) pour tout y(t,X1) < x < y(t,X2). (2.23)

Exercice 2.4 (Comportement en temps long de transport linéaire). On garde
les hypothèses et notations de l’exercice précédent. On suppose de plus les hypothèses
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suivantes,

b ∈ C2(R),

Il existe un unique x∗ ∈ R tel que b(x∗) = 0,

c∗ :=
d

dx
b(x∗) > 0.

(1) Montrer que pour tout X > x∗ on a y(t,X) → ∞ lorsque t → ∞, et que
pour tout X < x∗ on a y(t, x)→ −∞ lorsque t→∞.

(2) On pose g(x) = 1
b(x) −

1
c∗(x−x∗) . On pose pour i ∈ N

ϕi(x) = (x− x∗)iexp

(
ic∗
∫ x

x∗
g(x′)dx′

)
et λi = ic∗.

Montrer que e−λitϕi(x) est une solution de (2.20), i.e.

∂t(e
−λitϕi(x)) + b(x)∂x(e−λitϕi(x)) = 0.

(3) On suppose que v est une solution de (2.20) telle qu’il existe N > 0, ε > 0
et i ≥ 2 tels que |v0(x)| ≤ N |ϕi(x)| pour tous x ∈ [x∗ − ε, x∗ + ε]. En vous
aidant de la question (4) de l’exercice précédent, et de la question (1) de
cet exercice, montrer que pour tout R > 0 il existe C > 0 tel que

‖v(t, ·)‖L∞([−R,R]) ≤ Ce−λit pour tout t ≥ 0.

(4) On suppose qu’il existe c ∈ R et i ≥ 1 tels que u0(x) = c(x− x∗)i +O(|x−
x∗|i+1) lorsque x → x∗. On pose v0 = u0 − cϕi et v la solution de (2.20)
correspondante. Montrer que l’on a la décomposition

u(t, x) = ce−λitϕi(x) + v(t, x)

avec v qui satisfait pour tout R > 0 qu’il existe C ′ > 0 tel que

‖v(t, ·)‖L∞([−R,R]) ≤ Ce−λi+1t.

(5) Montrer le résultat suivant :
Résultat : pour toute fonction u0 analytique sur R, il existe c 6= 0 et i ∈ N
tels que l’unique solution u ∈ C1([0,∞)× R) de (2.20) s’écrit

u(t, x) = ce−λitϕi(x) + v(t, x)

où v satisfait

pour tout R > 0, lim
t→∞

eλit‖v(t, ·)‖L∞([−R,R]) = 0.



CHAPTER 3

Solutions classiques de l’équation de Burgers non
visqueuse

L’équation de Burgers (parfois appelée équation de Hopf) est l’exemple le plus
simple d’équation de transport quasilinéaire{

ut + uux = 0, pour t > 0, x ∈ R,
u(0, x) = u0(x) pour x ∈ R. (3.1)

Cette équation aux dérivées partielles n’a pas d’application physique directe,
mais c’est un prototype d’une classe d’EDP appelée systèmes hyperboliques de lois
de conservation. De telles équations apparaissent naturellement en mécanique des
fluides ou en elasticité.

Nous allons traiter cet exemple en détail, mais rappelez-vous que ce n’est pas un
simple cas particulier. Tout ce que nous allons pouvoir dire sur les solutions peut être
transposé à d’autres équations. Le fait de se restreindre à (3.1) va nous permettre
de comprendre en détail certains phénomènes généraux, en limitant certains aspects
mathématiques techniques.

1. Résolution locale en temps du problème de Cauchy

Le Théorm̀e 2.2 du chapitre précédent s’applique à (3.1) et donne l’existence
de solutions de (3.1). On va maintenant faire mieux et être capable de déterminer
exactement le temps maximal d’existence de ces solutions !

Pour l’équation (3.1), les équations caractéristiques (2.4) s’écrivent
dy
dt (t) = z(t),
dz
dt (t) = 0,
y(0) = X, z(0) = u0(X).

(3.2)

La solution de (3.2) se calcule explicitement par

y(t) = X + tu0(X), (3.3)
z(t) = u0(X). (3.4)

On note alors y(t,X) = X + tu0(X) pour insister sur la dépendance en la donnée
initiale. On constate que ∂y

∂X (t,X) = 1 + tdu0
dx (X). On en déduit que tant que

0 ≤ t < T où

T =

 ∞ si du0
dx (x) > 0 pour tout x ∈ R,

1

− inf du0
dx (x)

sinon. (3.5)

alors ∂y
∂X (t,X) 6= 0 en tout point X. Cela implique que l’application X 7→ y(t,X)

est un C1 difféomorphisme de R. En d’autre termes, les lignes caractéristiques

25
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définissent pour tout temps t ∈ [0, T ) un changement de variable sur R. Pour tout
x ∈ R, on peut donc définir

X(t, x) est l’unique reel tel que y(t,X(t, x)) = x. (3.6)

Theoreme 3.1. Soit u0 ∈ C1(R) telle que ‖du0
dx ‖L∞(R) <∞. Alors il existe une

unique solution u ∈ C1([0, T ) × R) de (3.1) où T est donné par (3.5). Celle-ci est
de plus donnée par

u(t, x) = u0(X(t, x)) (3.7)
où X est donné par (3.6).

Proof. Puisque ‖du0
dx ‖L∞(R) < ∞ alors T donné par (3.5) est bien défini. De

plus, X(t, x) donné par (3.6) est une application de classe C1([0, T ) × R). Donc u
donnée par (3.7) est une fonction de classe C1.

Pour t = 0 on a par (3.3) y(0, X) = X, et donc que X(0, x) = x par (3.6). Donc
en utilisant (3.7) u(0, x) = u0(x).

En outre, on a par (3.3) que y(t+ s,X) = X + (t+ s)u0(X). En utilisant (3.7)
cela donne y(t + s,X(t, x)) = X(t, x) + (t + s)u(t, x). Donc par (3.6) on obtient
X(t + s,X + (t + s)u(t, x)) = X(t, x). En injectant à nouveau dans (3.7) cela
implique que :

u(t+ s, x+ su(t, x)) = u(t, x).

Cela n’est rien autre que le fait que u est constante le long des caractéristiques. En
différentiant par rapport à s l’égalité ci-dessus au temps s = 0 il vient

∂u

∂t
(t, x) + u(t, x)

∂u

∂x
(t, x) = 0.

Donc u résout bien (3.1).
L’unicité découle du Lemme 2.1 de structure pour les équations caractéristiques,

et de l’unicité des solutions des solutions de (3.2) par le théorème de Cauchy-
Lipschitz.

�

La solution donnée par le théorème 3.1 est maximale. En effet, si T <∞ alors
il n’existe pas de solutions sur un intervalle plus grand que [0, T ). C’est parce que
u devient alors singulière à mesure que t ↑ T .

Proposition 3.1 (Formation de singularité). Soit u0 ∈ C1(R) telle que ‖du0
dx ‖L∞(R) <

∞ et telle que du0
dx prenne une valeur négative en au moins un point. Alors la solu-

tion u donnée par le théorème 3.1 devient singulière lorsque t ↑ T au sens où

lim
t↑T

∥∥∥∥∂u∂x(t, ·)
∥∥∥∥
L∞(R)

=∞. (3.8)

De plus, il n’existe pas de prolongement régulier de u au delà de T . Cela signifie
qu’il n’existe pas de T ′ > T et de fonctions v ∈ C1([0, T ′) × R) telle que v résout
(3.1) sur [0, T ′)× R.

Proof. Les deux résultats de la proposition sont liés, mais nous les montrerons
par deux méthodes différentes.

Preuve de (3.8). On va montrer (3.8) en utilisant que le changement de variable
associé au lignes caractéristiques devient singulier. En effet, montrerons d’abord
qu’il existe c > 0 et, pour tout t ∈ [0, T ) un réel X∗(t) ∈ R tels que

∂y

∂X
(t,X∗(t)) −→

t↑T
0 et

du0

dx
(X∗(t)) < −c. (3.9)
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Pour ce faire, notons que y donné par (3.3) satisfait pour t ∈ [0, T ):

∂y

∂X
(t,X) = 1 + t

du0

dx
(X) > 0. (3.10)

Soit ε(t) n’importe quelle fonction telle que 1
2T > ε(t) > 0 et ε(t) → 0 quand

t ↑ T . Pour tout t, il existe X∗(t) ∈ R tel que du0
dx (X∗(t)) < inf du0

dx + ε(t). Comme
T = 1

− inf
du0
dx

cela donne du0
dx (X∗(t)) < − 1

T + ε(t). Donc du0
dx (X∗(t)) < − 1

2T et

0 <
∂y

∂X
(t,X∗(t)) < 1− t

T
+ tε(t) −→

t↑T
0

par (3.10). Cela démontre (3.9).
Ensuite, puisque y(t, x(X(t, x))) = x on a que pour tout t < T , la fonction

x 7→ X(t, x) est la fonction inverse de X 7→ y(t, x). Donc en utilisant la dérivée
d’une fonction inverse puis (3.10)

∂X

∂x
(t, x) =

1
∂y
∂t (t,X(t, x))

=
1

1 + tdu0
dx (X(t, x))

.

On pose maintenant x∗ = y(t,X∗(t)). Alors par (3.9) on a

∂X

∂x
(t, x∗(t)) −→

t↑T
∞. (3.11)

En d’autres terms, lorsque le changement de variables X 7→ y(t,X) devient plat par
(3.9), le changement de variable inverse x 7→ X(t, x) se raidit par (3.11). Comme
u(t, x) = u0(X(t, x)) par (3.7), en différentiant :

∂u

∂t
(t, x) =

∂X

∂x
(t, x)

du0

dx
(X(t, x)).

En utilisant la deuxième inégalité de (3.9), et (3.11), on a ∂u
∂t (t, x∗(t))→ −∞. Cela

montre (3.8).

Preuve de l’absence de continuation après T . Supposons par l’absurde qu’il existe
T ′ > T et une solution v ∈ C1([0, T ′) × R) telle que v résout (3.1) sur [0, T ′) × R.
En différentiant (3.1) on a

vxt + vvx = −(vx)2. (3.12)

On reconnaît que le membre de gauche est la dérivée directionnelle le long des lignes
caractéristiques. Soit X ∈ R et y(t) = X+tu0(X) une ligne caractéristique, de sorte
que v(t, y(t)) = u0(X) par (3.4). On pose alors z̃ = vx(t, y(t)). On a en utilisant
dy
dt (t) = v(t, y(t)) et (3.12) que

dz̃

dt
= −z̃2.

La solution de cette équation différentielle, dite de Ricatti, est explicite :

z̃(t) =
z̃(0)

1 + z̃(0)t
.

Comme z̃(0) = vx(0, X) = du0
dx (X) on a alors obtenu la formule suivante :

vx(t, x) =
du0
dx (X(t, x))

1 + du0
dx (X(t, x))t

.
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Soit T ∗ ∈ (T, T ′). Puisque inf du0
dx = − 1

T et T ′ > T , il existe X∗ tel que du0
dx (X∗) =

− 1
T ∗ . Alors on a le long de la ligne caractéristique y(t,X∗)

vx(t, y(t,X∗)) =
− 1
T ∗

1− t
T ∗

=
−1

T ∗ − t
−→
t↑T ∗
−∞.

Donc v n’est pas C1 sur [0, T ′)× R d’où la contradiction.
�

2. Symétries et solutions auto-similaires

Soit une solution u correspondant à la proposition (3.1). Alors u va devenir
singulière lorsque t ↑ T . Nous allons découvrir maintenant que la forme que prend
u près d’une singularité est en fait universelle : elle ne dépend quasiment plus de
la donnée initiale ! C’est un fait remarquable qui se produit pour de nombreuses
autres équations.

La raison première est que l’équation reste la même à deux endroits différents,
et à des échelles différentes. C’est l’objet du lemme suivant.

Lemme 3.1 (Symétries). Si u ∈ C1([0, T )× R) est une solution de (3.1), alors
pour tout (λ, µ, t0, x0, c) ∈ (0,∞)2 × R3 alors

µ

λ
u

(
t− t0
λ

,
x− x0 − ct

µ

)
+ c

est aussi une solution de (3.1), sur [t0, t0 + T )× R.

Remark 3.1 (Action du groupe de symétries). On peut vérifier que G =
(0,∞)2 × R3 muni de la loi de composition

(λ′, µ′, t′0, x
′
0, c
′).(λ, µ, t0, x0, c) = (λ′λ, µ′µ, t′0 + λ′t0, x

′
0 + µ′x0 −

µ′

λ′
t′0c, c

′ +
µ′

λ′
c)

est un groupe, d’élément neutre (1, 1, 0, 0, 0). A chaque élément g = (λ, µ, t0, x0, c) ∈
G on associe l’application sur l’ensemble des fonctions Φg : (u 7→ µ

λu
(
t−t0
λ , x−x0−ct

µ

)
+

c). Alors le lemme 3.1 montre que ceci définit une action du groupe G sur l’ensemble
des fonctions, qui laisse le sous-ensemble des solutions de (3.1) invariant.

C’est pourquoi on parle en général de groupe de symétries. Gardez à l’esprit que
pour une EDP, le fait que l’ensemble des solutions soit invariant sous l’action d’un
groupe de symétries est une contrainte très forte ! Considérons une EDP d’évolution
comme un système dynamique sur l’ensemble des fonctions. Et donc l’ensemble des
fonctions comme étant l’espace des phases pour ce système dynamique. Alors cela
signifie qu’en deux endroits de l’espace des phases différents, mais dont l’un est
obtenu par l’action d’un élément g à l’autre, les trajectoires du système dynamique
sont les mêmes ! C’est pourquoi la présence de symétrie va souvent impliquer de la
rigidité pour la dynamique : seuls quelques comportements peuvent apparaître, les
trajectoires ne sont pas chaotiques. C’est ce que nous allons voir dans le théorème
3.1 : l’ensemble des singularités que l’équation de Burgers peut former est en fait
restreint.

Proof. Invariance galiléenne. Soit c ∈ R et v(t, x) = u(t, x − ct) + c. Alors
vt(t, x) = ut(t, x− ct)− cux(t, x− ct) et vx = ux(t, x− ct). Donc

vt + vvx = ut(t, x− ct)− cux(t, x− ct) + (u(t, x− ct) + c)ux(t, x− ct)
= ut(t, x− ct) + u(t, x− ct)ux(t, x− ct) = 0
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car ut+uux = 0 et donc v résout (3.1). On remarque que v correspond à la solution
u que l’on observerait depuis un nouveau référentiel se déplaçant à vitesse constante
−c par rapport au référentiel original.

Invariance par changement d’échelle temporelle. Soit λ > 0 et v(t, x) = λ−1u(t/λ, x).
Alors

vt + vvx =
1

λ2
ut(

t

λ
, x) +

1

λ
u(
t

λ
, x)

1

λ
ux(

t

λ
, x)

=
1

λ2

(
ut(

t

λ
, x) + u(

t

λ
, x)ux(

t

λ
, x)

)
= 0

et donc v résout (3.1). On remarque que l’instant t = 1 pour u correspond à l’instant
t = λ pour v. Ainsi, v correspond à la solution u que l’on observerait avec une autre
échelle de temps, dont la nouvelle unité correspondrait à 1/λ pour l’échelle de temps
originale.

Invariance par changement d’échelle spatiale. On va cette fois-ci donner une preuve
différente utilisant l’analyse dimensionnelle. Changeons d’unité de mesure pour
les longueurs. Prenons une nouvelle unité de longueur correspondant à 1/µ fois
l’unité de longueur précédente. Alors la vitesse, étant proportionnelle à une longueur
divisée par un temps, a son unité de mesure correspondant également à 1/µ fois
l’unité de vitesse précédente. Donc une vitesse u(t, x) correspond à une vitesse
µv(t, xµ) dans le nouveau système de mesure. On vérifie effectivement que v est une
solution car

vt + vvx = µut(t,
x

µ
) + µu(t,

x

µ
)ux(t,

x

µ
) = µ

(
ut(t,

x

µ
) + u(t,

x

µ
)ux(t,

x

µ
)

)
= 0

Invariance par changement d’origine du référentiel. L’invariance par rapport à la
transformation t 7→ t − t0 et x 7→ x − x0 se démontre de la même manière. En
combinant toutes ces invariances, on obtient le résultat du lemme.

�

Intuitivement, une conséquence de l’invariance par changement d’échelle spatiale
de l’équation est la suivante. Supposons qu’après un certain temps, une solution se
soit concentrée sur une échelle spatiale plus petite, et ce en gardant la même forme
qu’au temps initial. Alors, à nouveau, le même phénomène doit se reproduire : la
solution va se concentrer sur une échelle encore plus petite, et toujours en gardant
la même forme. Et ainsi de suite, la solution va donc se concentrer sur des échelles
de plus en plus petites. Cela nous amène à considérer des solutions qui s’écriraient

u(t, x) = (T − t)αΨ

(
x

(T − t)β

)
.

Celles-ci gardent la même forme Ψ, en étant concentrées spatiallement à l’échelle
(T − t)β . Cette échelle tend vers 0 lorsque t ↑ T , et donc u devient singulière à
mesure que t ↑ T . Une telle fonction u est appelée solution auto-similaire rétrograde.
La fonction Ψ est appelée profil, et les paramètres α et β les exposants d’échelle. Si
Ψ est C1 alors

ut = −α(T − t)α−1Ψ

(
x

(T − t)β

)
+ (T − t)α−β−1xΨ′

(
x

(T − t)β

)
,

ux = (T − t)α−βΨ′
(

x

(T − t)β

)
.
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et ainsi u est une solution de l’équation de Burgers (3.1) si et seulement si

− α(T − t)α−1Ψ

(
x

(T − t)β

)
+ (T − t)α−β−1xΨ′

(
x

(T − t)β

)
+ (T − t)2α−βΨ′

(
x

(T − t)β

)
Ψ

(
x

(T − t)β

)
= 0

Si α 6= β − 1, alors pour que cette équation soit vérifiée pour tous t < T et

X =
x

(T − t)β
(3.13)

on constate qu’il faut Ψ = 0, ce qui est inintéressant car donnant la solution u = 0.
On choisit donc α = β − 1, et cette équation est équivalente à avoir :

(1− β)Ψ (X ) + (βX + Ψ(X )) Ψ′(X ) = 0, X ∈ R. (3.14)

L’équation (3.14) est appelée équation auto-similaire stationnaire. La variable X
est appelée variable auto-similaire. Si β = 1 alors les seules solutions sont Ψ = c ou
Ψ = −X . Si β = 0 alors les seules solutions sont Ψ = 0 ou Ψ = −X . On suppose
donc β 6= 0, 1.

Proposition 3.1 (Existence et unicité des profils autosimilaires rétrogrades).
On a les résultats suivants.

• Existence. Pour tout entier i ≥ 1, la fonction Φi : Y 7→ −Y − Y2i+1

définit un difféomorphisme sur R. Son application inverse Ψi = Φ−1
i est

une solution de (3.14) pour β = 1 + 1
2i .

• Unicité. Supposons β 6= 0, 1 et que (3.14) admette une solution Ψ ∈ C∞(R)
telle que Ψ′(X ) → 0 lorsque |X | → ∞. Alors il existe un entier i ≥ 1 tel
que β = 1+ 1

2i , et µ > 0 tel que Ψ(X ) = µΨi(
X
µ ) où Ψi est défini ci-dessus.

Pour chaque i ∈ N, µ > 0 et T > 0, par le lemme 3.1 la fonction

u(t, x) = µ(T − t)
1
2iΨi

(
x

µ(T − t)1+ 1
2i

)
est donc une solution de l’équation de Burgers (3.1). On constate (voir la remarque
ci-dessous) que celle-ci devient singulière lorsque t ↑ T en X = 0 car ux(t, 0) =
−1
T−t → −∞.

Remark 3.2. Il est intéressant de dessiner le graphe de la fonction Ψi. On peut
vérifier par sa définition qu’elle est impaire en X , positive pour X < 0 et négative
pour X > 0, avec Ψ(X ) ∼ (−X )

1
2i+1 lorsque X → −∞ et Ψ(X ) ∼ −X

1
2i+1 lorsque

X →∞, décroissante sur R avec Ψ′ qui atteint son minimum en X = 0, où

Ψi(0) = 0,
d

dX
Ψi(0) = −1,

dj

dX j
Ψi(0) = 0, j = 2, ..., 2i et

d2i+1

dX 2i+1
Ψi(0) = 2i+1!

Remark 3.3. La fonction u(t, x) = (−t)
1
2iΨi

(
x

(−t)1+ 1
2i

)
est invariante par la

transformation u 7→
(

(t, x) 7→ ν
1
2iu( tν ,

x

ν1+ 1
2i

)
)
. Grâce à la remarque 3.1, cela signifie

que cette solution est invariante par l’action du sous-groupe {(ν, ν1+ 1
2i , 0, 0, 0)}ν>0

du groupe des symétries G. C’est là la définition générale des solutions auto-
similaires pour une EDP : ce sont celles qui sont invariantes par l’action d’un sous-
groupe du groupe de symétries. La solution s’obtient donc, pour tout temps, par
l’application d’une des symétries de l’équation à la donnée initiale, d’où leur nom
d’autosimilaire.
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Proof. On raisonne par analyse-synthèse. Soit Ψ une solution de (3.14) qui
est C∞, non nulle, et telle que Ψ′(X )→ 0 lorsque |X | → ∞.

Étape 1. Mise en place d’un changement de variable. Il existe au moins un point
tel que Ψ(X0) 6= 0, et donc par (3.14) on a Ψ′(X0) 6= 0. Soit I l’intervalle ouvert
maximal contenant X0 sur lequel Ψ′ 6= 0. Alors Ψ définit un C∞ difféomorphisme
entre I et l’intervalle ouvert J = Ψ(I) = (a, b). Soit Φ = Ψ−1 son application
réciproque. Nous affirmons que

Si a 6= −∞ alors lim
Y↓a,
|Φ(Y)|+ |Φ′(Y)| =∞, (3.15)

Si b 6=∞ alors lim
Y↑b
|Φ(Y)|+ |Φ′(Y)| =∞. (3.16)

En effet, supposons par l’absurde que a 6= −∞ et que |Φ(Y)|+ |Φ′(Y)| reste borné
lorsque Y ↓ a. Puisque Φ est un difféomorphisme de J vers I, alors Φ est monotone,
et donc limY↓a Φ(Y) = X ∗ existe. Si Ψ′(X ∗) = 0 alors |Φ′(Ψ(X ))| = 1

|Ψ′(X )| → ∞
lorsque X → X ∗ avec X ∈ I. Cela est impossible, et donc Ψ′(X ∗) 6= 0. Par défini-
tion de I alors X ∗ ∈ I et a = Ψ(X ∗) ∈ J . Cela est impossible car J = (a, b), d’où
l’affirmation.

Étape 2. Obtention d’une formule. Nous affirmons maintenant que si J possède
un élément positif, alors (0,∞) ⊂ J et il existe K+ ∈ R tel que

Φ(Y) = K+|Y|γ − Y, ∀Y > 0, γ =
β

β − 1
. (3.17)

De même, nous affirmons que si J possède un élément négatif, alors (−∞, 0) ⊂ J
et il existe K− ∈ R tel que

Φ(Y) = K−|Y|γ − Y, ∀Y < 0. (3.18)

Pour le montrer, rappelons que puisque Φ = Ψ−1 alors Ψ′(X ) = 1
Φ′(Ψ(X )) sur J . En

injectant dans (3.14), puis en multipliant par Φ′(Ψ(X )) on obtient

(1− β)Ψ(X )Φ′(Ψ(X )) + βX + Ψ(X ) = 0.

En choisissant X = Φ(Y) et en utilisant Ψ(Φ(Y)) = Y il vient

(1− β)YΦ′(Y) + βΦ(Y) = −Y, Y ∈ J. (3.19)

C’est une équation différentielle linéaire du premier ordre ! On peut donc la résoudre
par la méthode de variation de la constante. Une solution de l’équation homogène
associée (1 − β)YΦ̃′ + βΦ̃ = 0 est Φ̃ = |Y|γ où l’on a posé γ = β

β−1 . En posant
Φ(Y) = f(Y)|Y|γ l’équation (3.19) devient

(1− β)Y|Y|γf ′(Y) = −Y, Y ∈ J.

On pose J− = J∩(−∞, 0). En résolvant cette équation sur J− (lorsque cet ensemble
est non vide), il existe une constante K− ∈ R telle que f(Y) = K−|Y|−γY pour
tout Y ∈ J−. Et donc

Φ(Y) = K−|Y|γ − Y, ∀Y ∈ J−. (3.20)

On a J− = (a,min(b, 0)). En utilisant (3.15)-(3.16) et (3.20) on voit que a = −∞ et
b ≥ 0, et donc (−∞, 0) ⊂ J . Cela montre (3.18). La preuve de (3.17) est similaire
et nous l’omettons.

Étape 3. Détermination des paramètres. Par le résultat de l’étape 2, on a trois
possibilités : soit J = R, soit J = (0,∞) ou bien J = (−∞, 0).
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Montrons que J = R. Nous raisonnons par l’absurde en supposant que J =
(0,∞) (le cas J = (−∞, 0) étant similaire). Alors a = 0 et b = ∞. En utilisant
(3.15) et (3.17) on voit que nécessairement γ < 1. Alors (3.17) implique que Φ(Y) ∼
−Y → −∞ et Φ′(Y) → −1 lorsque Y → ∞. Donc en utilisant que Ψ = Φ−1 on
a que Ψ(X ) → ∞ lorsque X → −∞, puis que Ψ′(X ) = 1

Φ′(Ψ(X )) → −1 lorsque
X → −∞. Cela est en contradiction avec Ψ′(X )→ 0 lorsque |X | → ∞.

Donc J = R, et

Φ(Y) =

{
K+|Y|γ − Y, ∀Y > 0,
K−|Y|γ − Y, ∀Y < 0.

Puisque Φ ∈ C∞(R), la seule possibilité est que γ = 1 + 2i pour un i ∈ N, et que
K+ = −K−, soit K+ = −K et K− = K pour un K ∈ R. Comme γ = β

β−1 6= 1,
alors i ∈ N∗. SiK = 0 alors Φ(Y) = −Y ce qui est impossible car alors Ψ(X ) = −X .
Donc K 6= 0, et

Φ(Y) = −KY2i+1 − Y, ∀Y ∈ R. (3.21)

Puisque Φ′ = 1
Ψ′◦Φ ne s’annule pas sur J = R, alors (3.21) implique que K > 0.

Soit φ : Y 7→ µY où µ = K−
1
2i . Alors φ−1 : Y 7→ Y/µ. On calcule que :

φ−1 ◦ Φ ◦ φ(Y) = −Kµ2iY2i+1 − Y
= −Y2i+1 − Y.

Comme Φ = Ψ−1 et Ψ−1
i : Y 7→ −Y2i+1−Y cela donne φ−1 ◦Ψ−1 ◦φ = Ψ−1

i . Donc
Ψ = φ ◦Ψi ◦ φ−1. C’est-à-dire que Ψ(X ) = µΨi(X/µ) comme annoncé.

Étape 4. Synthèse. On a montré que les solutions, si elles existaient, étaient
nécessairement sous la forme Ψ(X ) = µΨi(X/µ). On vérifie à l’aide du calcul
menant à (3.19) de l’étape 2 que ces fonctions sont effectivement bien des solutions
de (3.14) ce qui termine la preuve.

�

3. Résolution auto-similaire des singularités

Certaines solutions de l’équation de Burgers deviennent singulières en temps
fini, voir la proposition 3.1. Nous nous intéressons maintenant au fait de déter-
miner à quoi ressemblent les solutions singulières. Les solutions auto-similaires de
la proposition 3.1 donnent un exemple particulier : elles concentrent un profil sur
une échelle spatiale qui converge vers 0. Voici en fait la dynamique générale lors de
la formation de singularité : nous allons maintenant voir que toute solution devient
auto-similaire près des singularités.

Lemme 3.1. Soit u une solution donnée par le théorème 3.1 et i ∈ N∗. Supposons
que du0

dx atteigne un minimum négatif en un point X0 au voisinage duquel u0 est de
classe C2i+1 et en lequel

dju0

dxj
(X0) = 0 pour j = 2, ..., 2i et

d2i+1u0

dx2i+1
(X0) > 0. (3.22)

Alors il existe c = u0(X0), µ > 0 tel que pour x∗ = X0 + Tc et x(t) = X0 + tc on a

u(t, x) = µ(T − t)
1
2iΨi

(
x− x(t)

µ(T − t)1+ 1
2i

)
+ c+ v(t, x),
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avec
v(t, x)

(T − t)
1
2iΨi

(
x−x(t)

µ(T−t)1+ 1
2i

) → 0 lorsque (t, x)→ (T, x∗). (3.23)

Proof. Étape 1. Renormalisation pour simplifier les calculs. Montrons que si le
résultat est vrai dans le cas où

X0 = 0, u0(X0) = 0,
d

dx
u0(X0) = −1 et

d2i+1

dx2i+1
u0(X0) = (2i+ 1)! (3.24)

et pour lequel µ = 1, alors il est vrai dans le cas général. Cela est du aux symétries
de l’équation. En effet, soit u0 une donnée générale satisfaisant les hypothèses du
lemme. Alors la donnée initiale ũ0(x) = µ̃

λ̃
u0(x−x̃0

µ̃ ) + c̃ a pour solution ũ(t, x) =
µ̃

λ̃
u0( t

λ̃
, x−x̃0−c̃t

µ ) + c̃ par le lemme 3.1. En choisissant

λ̃ =
−1

d
dxu0(X0)

, µ̃ =

(
1

λ̃(2i+ 1)!

d2i+1

dx2i+1
u0(X0)

) 1
2i

, x̃0 = −µ̃X0, c̃ = − µ̃
λ̃
u0(X0),

on vérifie que d
dx ũ0 atteint son minimum en 0 avec d

dx ũ0(0) = −1, que ũ0(0) = 0,
que dj

dxj
ũ0(0) = 0 pour j = 2, ..., 2i et d2i+1

dx2i+1 ũ0(0) = (2i + 1)!. Si le résultat du
lemme est vrai pour ũ0, alors

ũ(t, x) = (1− t)
1
2iΨi

(
x

(1− t)1+ 1
2i

)
+ ṽ(t, x),

avec ṽ satisfaisant l’estimation (3.23) près de (1, 0). Comme u(t, x) = λ̃
µ̃ ũ(λ̃t, x̃0 +

c̃t + µ̃x) − λ̃
µ̃ c̃, la formule ci-dessus implique que u satisfait bien (3.23) pour µ =

T−
1
2i
λ̃
µ̃ .

On suppose donc dorénavant que u0 satisfait de plus (3.24).
Étape 2. Calcul des lignes caractéristiques. En utilisant (3.22) et (3.24), l’expansion
de Taylor de u0 près de X0 = 0 s’écrit alors

u0(X) = −X +X2i+1(1 + r0(X)). (3.25)

où le reste satisfait r0(X)→ 0 lorsque X → 0. Les lignes caractéristiques s’écrivent
alors

y(t,X) = X + tu0(X)

= X + t(−X +X2i+1)(1 + r0(X))

= (1− t)X +X2i+1(1 + r(t,X)) (3.26)

où le reste est r(t,X) = (t− 1) + tr0(X) et satisfait

r(t,X)→ 0 lorsque (t,X)→ (1, 0). (3.27)

Étape 2. Calcul de l’inverse des lignes caractéristiques. Pour ν > 0 on introduit la
fonction φν(x) = νx et on rappelle que Φi est définie dans la proposition 3.1. Alors
on remarque que :

(1− t)X +X2i+1 = −φ
(1−t)1+ 1

2i
◦ Φi ◦ φ 1

(1−t)
1
2i

(X).
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Puisque Φ−1
i = Ψi et φ−1

ν = φ 1
ν
l’application inverse de cette fonction est(

X 7→ (1− t)X +X2i+1
)−1

(x) = −φ
(1−t)

1
2i
◦Ψi ◦ φ 1

(1−t)1+ 1
2i

(x)

= −(1− t)
1
2iΨi

(
x

(1− t)1+ 1
2i

)
. (3.28)

Soit t proche de 1, et x proche de 0. On cherche la solution de y(t,X) = x sous la
forme suivante :

X = X(1 + h), X = −(1− t)
1
2iΨi

(
x

(1− t)1+ 1
2i

)
pour un h petit à déterminer. Alors par (3.26) et (3.28) on calcule que

y(t,X) = x+ h(1− t)X + [(1 + h)2i+1 − 1]X
2i+1

+X2i+1r (t,X)

= x+R(h),

où

R(h) = h(1− t)X +X2i+1

(
(1 + h)2i+1 − 1

(1 + h)2i+1
+ r (t,X)

)
.

Puisque Ψi = (Y 7→ −Y − Y2i+1)−1 on a que Ψi(X )| ≤ |X |
1

2i+1 . Ainsi, |X| ≤
C|x|

1
2i+1 −→

x→0
0, où C ne dépend pas de h si h est petit. Supposons x > xj . Alors

puisque Ψi est négative sur (0,∞) on a X > 0 et X > 0. Pour h+ petit positif, on
a (1+h+)2i+1−1

(1+h+)2i+1 ≥ h+ et alors

R(h+) ≥ X2i+1 (h+ + r (t,X)) > 0

si h+ est suffisamment grand par rapport à r (t,X). De même, pour h− petit
négatif, avec −h− suffisamment grand par rapport à r (t,X) on a R(h−) < 0. Par
le théorème des valeurs intermédiaires, il existe un h ∈ (h−, h+) tel que :

y(t,X) = x pour X = −(1 + h)(1− t)
1
2iΨi

(
x

(1− t)1+ 1
2i

)
, (3.29)

avec
h→ 0 lorsque (t, x)→ (1, 0).

Étape 3. Calcul de la solution. Puisque u(t, x) = u0(X) pourX tel que y(t,X) = x,
en utilisant (3.29) et (3.25)

u(t, x) = −X
(
1 +X2i(1 + r0(X))

)
= (1 + h)(1− t)

1
2iΨi

(
x̃

(1− t)1+ 1
2i

)(
1 +X2i(1 + r0(X))

)
.

En posant v(t, x) = (1 − t)
1
2iΨi

(
x

(1−t)1+ 1
2i

)(
h+ (1 + h)X2i+1(1 + r0(X))

)
on a

bien u(t, x) = (1− t)
1
2iΨi

(
x

(1−t)1+ 1
2i

)
+ v(t, x) avec v satisfaisant (3.23).

�

Theoreme 3.1 (Résolution auto-similaire des singularités). Soit u une solution
donnée par le théorème 3.1, telle que u0 est analytique sur R avec du0

dx (x)→ 0 quand
|x| → ∞. Si u devient singulière en temps T <∞, alors il existe J ∈ N∗, J points
(x∗j )1≤j≤J , entiers ij ∈ N∗ et réels µj > 0 et cj ∈ R tels que :
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(i) Pour tout j = 1, ..., J , on a près de (T, x∗j ) que

u(t, x) = µj(T − t)
1

2ij Ψij

 x− xj(t)

µj(T − t)
1+ 1

2ij

+ cj + vj(t, x),

où xj(t) = x∗j − (T − t)cj et où

vj(t, x)

(T − t)
1

2ij Ψij

(
x−xj(t)

µj(T−t)
1+ 1

2ij

) → 0 lorsque (t, x)→ (T, x∗j ).

(ii) u et ses dérivées restent localement uniformément bornées jusqu’à T en
dehors de tout voisinage de {x1, ..., xJ}.

Remark 3.2. Le théorème stipule que toutes les singularités de l’équation
de Burgers, pour des solutions analytiques, sont asymptotiquement auto-similaire.
L’auto-similarité apparaît donc de manière universelle. Cette universalité est ex-
pliquée par le lemme 3.1 : la solution forme une singularité auto-similaire car les
lignes caractéristiques deviennent singulières de manière auto-similaire.

Remark 3.3. Si les solutions ne sont pas analytiques, alors d’autres types
de singularités peuvent apparaître, voir l’article Singularity formation for Burgers
equation with transverse viscosity de C. Collot, T.-E. Ghoul et N. Masmoudi.

Proof. Puisque du0
dx tend vers 0 à l’infini et prend des valeurs négatives, alors

l’ensemble des points E où cette fonction atteint son minimum m0 < 0 est un
compact de R. Par (3.5) on a :

T = − 1

m0
.

Soit X un point de E, et soit

u0(x) =
∞∑
k=0

ak(x−X)k (3.30)

le développement en série entière de u0 en X. En particulier, a1 = m0 et il existe
R > 0 tel que |ak|

Rk
→ 0. Si ak = 0 pour tout k ≥ 2, alors u0(x) = a0 + (x −X)m0

(par unicité du développement en série entière), ce qui est impossible. Donc il
existe l ≥ 2 tel que ak = 0 pour k = 2, ..., l − 1, et al 6= 0. On a alors pour
x ∈ (X −R/2, X +R/2) que

du0

dx
(x) =

∞∑
k=0

kak(x−X)k−1 = m0 + lal(X − x)l−1 +
∞∑

k=l+1

kak(x−X)k−1

= m0 + lal(X − x)l−1 (1 +O(|x−X|)) .

Donc pour que X soit un minimum de du0
dx (x) nécessairement l doit être un entier

impair l = 1 + 2i pour un i ∈ N∗, et al = a2i+1 > 0. Ainsi, X est un minimum local
strict pour du0

dx . Donc X est isolé dans E. Ainsi, E est un ensemble compact qui ne
contient que des points isolés de R. Donc E est un ensemble fini

E = {X1, ..., XJ}.
En chacun des points X ∈ E on a alors :

dju0

dxj
(X) = 0 pour j = 2, ..., 2i et

d2i+1u0

dx2i+1
(X) > 0.
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Le résultat (i) du théorème découle alors de l’application du lemme 3.1.
Pour montrer (ii), on constate que pour les lignes caractéristiques on a que

dy
dX (t,Xj) = 1 + tdu0

dx (Xj) = 1 − t
T → 0 lorsque t → T . Mais en dehors de tout

voisinage de {X1, ..., Xj} on a que dy
dX (t,X) reste uniformément loin de 0 lorsque

t → T . L’application inverse des lignes caractéristiques (t, x) 7→ X(t, x) ainsi que
ses dérivées restent donc localement uniformément bornées. Il en va de même pour
u puisque u(t, x) = u0(X(t, x)).

�

4. Exercices

Exercice 3.1. On considère la fonction

u0(x) =

{
1 + 1

2 cos(x), x ∈ [−π, π],
1
2 |x| > π.

1. Montrer qu’il existe T̃ > 0 et une solution u ∈ C1([0, T̃ ),R) de l’équation
de Burgers (3.1).

2. Montrer que la solution maximale issue de u0 devient singulière en temps
fini T <∞ à déterminer.

3. On dit qu’un point x∗ ∈ R est un point d’explosion si il existe (tn, xn) →
(T, x∗) tel que | ∂∂xu(tn, xn)| → ∞. Montrer que u a un unique point
d’explosion x∗ à déterminer.

4. Montrer qu’il existe i ∈ N et c ∈ R à déterminer, et µ > 0, tels que

u(t, x) = µ(T − t)
1
2iΨi

(
x− x(t)

µ(T − t)1+ 1
2i

)
+ c+ v(t, x)

avec x(t) = x∗ − c(T − t) et
v(t, x)

(T − t)
1
2iΨi

(
x−x(t)

µ(T−t)1+ 1
2i

) → 0 lorsque (t, x)→ (T, x∗).

Exercice 3.2. Pour γ > 0, on considère la fonction Φγ : Y 7→ −Y − |Y|2γY
qui est un C1 difféomorphisme de R.

• On note Ψγ = Φ−1
γ son application inverse. Montrer que lim|X |→∞ |Ψ′γ(X )| =

∞. En vous inspirant de la preuve de la proposition 3.1, montrer que Ψγ

est une solution de (3.14).
• En déduire que u(t, x) = (1−t)

1
2γ Ψγ( x

(1−t)1+ 1
2γ

) est une solution de l’équation

de Burgers (3.1).
• Montrer que si γ /∈ N, alors Ψγ /∈ Ck pour k > 2γ + 1.

Remarque : Cela signifie qu’il existe des solutions auto-similaires non C∞ de
l’équation de Burgers.

Exercice 3.3. On considère l’espace de fonctions

E = {f ∈ C3(R,R),
djf

dxj
∈ L∞(R) pour j = 0, 1, 2, 3}

muni de la norme

‖f‖E =
3∑
j=0

‖d
jf

dxj
‖L∞(R).
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On considère également l’ensemble

O =

{
f ∈ E , df

dx
atteint son minimum, qui est négatif, en un unique point x0 et

d3f

dx3
(x0) > 0

}
.

1. Montrer que O est un ouvert de E.
2. On dit qu’un point x∗ ∈ R est un point d’explosion si il existe (tn, xn) →

(T, x∗) tel que | ∂∂xu(tn, xn)| → ∞. Montrer que pour toute donnée initiale
u0 ∈ O, la solution de l’équation de Burgers a unique point d’explosion x∗.

3. Montrer que et que cette singularité est décrite par le profil Ψ1, i.e. qu’il
existe c ∈ R et µ > 0 tels que

u(t, x) = µ
√
T − tΨ1

(
x− x(t)

µ(T − t)
3
2

)
+ c+ v(t, x)

avec x(t) = x∗ − c(T − t) et v(t,x)√
T−t)Ψ1

(
x−x(t)

µ(T−t)3/2

) → 0 lorsque (t, x) →

(T, x∗).
Remarque : Cela signifie que le profil Ψ1 est associé à une singularité

stable. Si on perturbe une donnée initiale dans O, celle-ci reste dans O et
la singularité concentre toujours le profil Ψ1.





CHAPTER 4

Outils d’analyse harmonique I : Interpolation

Dans ce qui suit, (X,µ) et (Y, ν) désignent deux espaces mesurés quelconques.
Toutes les fonctions qui apparaîtront sont implicitement supposées être mesurables.

1. Les espaces Lp faibles

Pour une fonction f : µ 7→ C, on définit la fonction de distribution de f

df (α) = µ({x ∈ X, |f(x)| > α}).

Comme µ({x ∈ X, α < |f(x)| < β}) = df (α) − df (β), la fonction df permet en
quelque sorte de mesurer la taille des ensembles de niveaux de la fonction f . On
rappelle le principe de Cavalieri.

Proposition 4.1. Pour f ∈ Lp(X,µ) pour 1 ≤ p <∞ on a

‖f‖pLp = p

∫ ∞
0

αp−1df (α)dα.

Proof. En utilisant le théorème de Fubini, on calcule effectivement que :

p

∫ ∞
0

αp−1df (α)dα = p

∫ ∞
0

αp−1

∫
X
1{x, |f(x)|>α}(x)dµ(x)dα

=

∫
X

∫ |f(x)|

0
pαp−1dαdµ(x)

=

∫
X
|f(x)|pdµ(x)

= ‖f‖pLp .

�

Pour 1 ≤ p <∞, l’espace Lp faible est noté Lp,∞, et est définit comme l’ensemble
des fonctions f telles que

‖f‖Lp,∞ = inf{C > 0, df (α) ≤ Cp

αp
pour tout α > 0} <∞.

Par définition, si f ∈ Lp,∞ alors df (α) ≤ ‖f‖pLp,∞α−p pour tout α > 0.

Proposition 4.2. Pour tout 1 ≤ p < ∞ on a que Lp ⊂ Lp,∞ avec pour tout
f ∈ Lp que ‖f‖Lp,∞ ≤ ‖f‖Lp .

Proof. En utilisant l’inégalité de Bienaymé-Tchebychev, on a effectivement

αpdf (α) =

∫
X
αp1{x,|f(x)|>α}dµ(x) ≤

∫
X
|f(x)|p1{x,|f(x)|>α}dµ(x) ≤ ‖f‖pLp .

�

39
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2. Interpolation

2.1. Interpolation réelle. Nous allons maintenant énoncer le théorème d’interpolation
de Marcienkiewicz.

Theoreme 4.1. Soient 1 ≤ p0 < p1 ≤ ∞. Soit T en opérateur définit sur
Lp0(X) + Lp1(X) avec T (f) une fonction mesurable sur Y . On suppose que T est
sous-linéaire au sens où

|T (f + g)(x)| ≤ |T (f)(x)|+ |T (g)(x)| (4.1)

pour tous f et g, et x ∈ Y , et qu’il existe deux constantes C0, C1 > 0 telles que,

‖T (f)‖Lp0,∞(Y ) ≤ C0‖f‖Lp0 (X) pour tout f ∈ Lp0(X), (4.2)

et, si p1 <∞, que

‖T (f)‖Lp1,∞(Y ) ≤ C1‖f‖Lp1 (X) pour tout f ∈ Lp1(X), (4.3)

et si p1 = ∞ que ‖T (f)‖L∞(Y ) ≤ C1‖f‖L∞(X) ci-dessus. Alors pour tout p0 < p <
p1, T envoie Lp(X) dans Lp(Y ), avec

‖T (f)‖Lp(Y ) ≤ Cp‖f‖Lp(X) (4.4)

pour une constante Cp = 2
(

p
p−p0

+ p
p1−p

)1/p
C

1/p−1/p1
1/p0−1/p1
0 C

1/p0−1/p
1/p0−1/p1
1 .

Proof. Étape 1. Preuve pour le cas p1 < ∞. Soit δ > 0 un paramètre qui
nous servira plus tard à calculer explicitement la constante Cp. Pour α > 0 on
décompose f = fα0 + fα1 avec

fα0 (x) =

{
f(x) si |f(x)| > δα,
0 sinon, et fα1 (x) =

{
f(x) si |f(x)| ≤ δα,
0 sinon.

On a alors fα0 ∈ Lp0 . En effet, par définition |fα0 |p0 ≤ |f |p(δα)p0−p et donc
‖fα0 ‖

p0

Lp0 ≤ (δα)p0−p‖f‖pLp . De même, fα1 ∈ Lp1 . Par (4.1) on a |T (f)| ≤ |T (fα0 )|+
|T (fα1 ) et donc

{x, |T (f)(x)| > α} ⊂ {x, |T (fα0 )(x)| > α/2} ∪ {x, |T (fα1 )(x)| > α/2}.

Cela implique

dT (f)(α) ≤ dT (fα0 )(α/2) + dT (fα1 )(α/2).

Grâce à (4.4) et (4.3) on en déduit que

dT (f)(α) ≤ Cp0
0

(α/2)p0

∫
|f(x)|>δα

|f(x)|p0dµ(x) +
Cp1

1

(α/2)p1

∫
|f(x)|≤δα

|f(x)|p1dµ(x).
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En utilisant la proposition 4.1, puis l’inégalité ci-dessus, puis Fubini, on en déduit

‖T (f)‖pLp = p

∫ ∞
0

αp−1dT (f)(α)dα

≤ p(2C0)p0

∫ ∞
0

αp−1−p0

∫
|f(x)|>δα

|f(x)|p0dµ(x)dα

+ p(2C1)p1

∫ ∞
0

αp−1−p1

∫
|f(x)|≤δα

|f(x)|p0dµ(x)dα

= p(2C0)p0

∫
X
|f(x)|p0

∫ |f(x)|/δ

0
αp−1−p0dαdµ(x)

p(2C1)p1

∫
X
|f(x)|p1

∫ ∞
|f(x)|/δ

αp−1−p1dαdµ(x)

=
p(2C0)p0

p− p0

1

δp−p0

∫
X
|f(x)|pdµ(x) +

p(2C1)p1

p1 − p
δp1−p

∫
X
|f(x)|pdµ(x).

Donc ‖T (f)‖pLp ≤ C(δ)‖f‖pLp pour tout δ > 0 avec C(δ) = p(2C0)p0

p−p0

1
δp−p0

+p(2C1)p1

p1−p δp1−p.
On va maintenant montrer (4.4) en optimisant sur δ pour choisir la meilleure con-
stante C(δ). On calcule que C ′(δ) = −p(2C0)p0

δp−p0+1 + p(2C1)p1δp1−p. On constate que

C ′ est négative sur (0, δ∗) avec δ∗ =
(

(2C0)p0

(2C1)p1

) 1
p1−p0 , puis positive sur (δ∗,∞). Le

minimum de C(δ) est donc atteint en δ∗, et Cp = C(δ∗)1/p est la constante recher-
chée.

Étape 2. Preuve pour le cas p1 = ∞. Ce cas, similaire au précédent, fait l’objet
de l’exercice 4.1.

�

2.2. Interpolation complexe. Nous allons maintenant énoncer le théorème
d’interpolation de Riesz-Thorin.

Theoreme 4.2. Soient 1 ≤ p0, p1, q0, q1 ≤ ∞ et T un opérateur linéaire qui soit
continu de Lp0(X, dµ) dans Lq0(X, dν), et de Lp1(X, dµ) dans Lq1(Y, dν) :

‖Tf‖Lq0 ≤ C0‖f‖Lp0 et ‖Tf‖Lq1 ≤ C1‖f‖Lp1 . (4.5)

Alors pour tout 0 ≤ θ ≤ 1, pour p et q tels que

1/p = θ/p0 + (1− θ)/p1 et 1/q = θ/q0 + (1− θ)/q1 (4.6)

on a que T est continu de Lp(X, dµ) and Lq(Y, dν) avec

‖Tf‖Lq ≤ Cθ0C1−θ
1 ‖f‖Lp . (4.7)

Pour démontrer le théorème 2.2, nous allons avoir besoin du lemme des deux
droites d’Hadamard.

Lemme 4.1. Soit F une fonction analytique sur l’ensemble {z ∈ C, 0 < <z <
1}, continue et bornée sur {z ∈ C, 0 ≤ <z ≤ 1}. On suppose que |F (z)| ≤ C0 si
<z = 0, et que |F (z)| ≤ C1 si <z = 1. Alors pour tout z tel que 0 ≤ <z ≤ 1 on a
F (z)| ≤ C1−<z

0 C<z1 .

Proof. Étape 1. Preuve du résultat pour F localisée. On pose E = {z ∈
C, 0 ≤ <z ≤ 1}. Montrons d’abord le résultat si limz∈E,|z|→∞ F (z) = 0 et C0, C1 >

0. Dans ce cas, considérons la fonction G(z) = C−z0 C
−(1−z)
1 F (z) qui est aussi

analytique. On a |G(z)| = C
−(1−<z)
0 C−<z1 |F (z)| et donc limz∈E,|z|→∞G(z) = 0.
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La fonction |G| atteint donc son maximum M en un point z0 ∈ E. Puisque G est
analytique sur l’intérieur de E et continue sur E, alors par le principe du maximum
pour les fonctions analytiques, z0 ∈ ∂E. Or pour <z = 0 on a |G(z)| = C−1

0 |F (z)| ≤
1, et de même pour <z = 1 on a |G(z)| = C−1

1 |F (z)| ≤ 1. Donc |G(z0)| ≤ 1 et ainsi
|G(z)| ≤ 1 pour tout z ∈ E. Donc F (z)| ≤ C1−<z

0 C<z1 comme annoncé.

Étape 2. Preuve du résultat dans le cas général. Considérons pour tout entier n la
fonction Fn(z) = F (z)e(z2−1)/n et les constantes C0,n = C0 + 1

n et C1,n = C1 + 1
n .

Alors |Fn(z)| ≤ |F (z)|e((<z)2−(=z)2−1)/n. On peut donc appliquer le résultat de
l’étape 1 à Fn pour les constantes C0,n et C1,n. On obtient |Fn(z)| ≤ C

1−<(z)
0,n C<z1,n.

En faisant tendre n vers l’infini, cela donne bien |F (z)| ≤ C1−<(z)
0 C<z1 . �

On peut maintenant démontrer le théorème d’interpolation Riesz-Thorin.

Preuve du théorème . On rappelle qu’une fonction est dite étagée si elle est
de la forme f(x) =

∑N
1 ai1Ai(x) pour des ensembles de mesure finie A1, ..., AN .

Soit θ ∈ (0, 1), p et q donnés par (4.6), et q′ l’exposant conjugué de q. On
raisonne par dualité. Nous allons montrer que pour toutes fonctions étagées f sur
X, alors

sup
g∈Lq′ (Y ), g 6=0

1

‖g‖Lq′

∣∣∣∣∫
Y
T (f)gdν(y)

∣∣∣∣ ≤ Cθ0C1−θ
1 ‖f‖Lp . (4.8)

Par (4.8), on aura alors par dualité que T (f) ∈ Lq avec ‖T (f)‖Lq ≤ Cθ0C
1−θ
1 ‖f‖Lp .

Par densité de l’ensemble des fonctions étagées dans Lp, on aura alors que T s’étend
en un unique opérateur continu de Lp dans Lq avec norme d’opérateur Cθ0C

1−θ
1 .

Cela démontrera le théorème.
Il reste donc à démontrer (4.8). À nouveau, par densité, il suffit de démontrer

que si g est une fonction étagée sur Y ,∣∣∣∣∫
Y
T (f)gdν(y)

∣∣∣∣ ≤ Cθ0C1−θ
1 ‖f‖Lp‖g‖Lq′ . (4.9)

Soient donc f étagée sur X et g étagée sur Y . On pose pour z ∈ C avec 0 ≤ <z ≤ 1:

fz(x) = |f(z)|c0+c1zf(z) et gz(x) = |g(z)|c′0+c′1zg(z)

avec c0 = p
p0
− 1 et c1 = p

p1
− p

p0
, et c0 = q′

q′0
− 1 et c1 = q′

q′1
− q′

q′0
. On remarque que

fz et gz sont à nouveau des fonctions étagées. Par (4.6) on a c0 + c1(1 − ε) = 0 et
donc

f1−θ = f et g1−θ = g (4.10)
Comme |fz| = |f |c0+c1<z+1, que c0 + 1 = p

p0
et c0 + c1 + 1 = p

p1
, on a également

|fz|p0 = |f |p si <z = 0 et |fz|p1 = |f |p si <z = 1. Donc

‖fz‖Lp0 = ‖f‖
p
p0
Lp si <z = 0 et ‖fz‖Lp1 = ‖f‖

p
p1
Lp si <z = 1. (4.11)

On vérifie de même que

‖gz‖Lq′0 = ‖g‖
q′
q′0
Lq′

si <z = 0 et ‖gz‖Lq′1 = ‖g‖
q′
q′1
Lq′

si <z = 1. (4.12)

On pose alors

F (z) =

∫
Y
T (fz)gzdν.

On a que la fonction F est une fonction analytique sur C. Elle est bornée sur
{z ∈ C, 0 ≤ <z ≤ 1}. Pour <z = 0, par les hypothèse (4.5) et (4.11), on a
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T (fz) ∈ Lq0 avec ‖T (fz)‖Lq0 ≤ C0‖f‖
p
p0
Lp . En appliquant l’inégalité de Hölder en

utilisant (4.12) on a alors

|F (z)| ≤ ‖T (fz)‖Lq0‖gz‖Lq′0 ≤ C0‖f‖
p
p0
Lp‖g‖

q′
q′0
Lq′
.

Si <z = 1, on obtient de manière similaire que |F (z)| ≤ C1‖f‖
p
p1
Lp‖g‖

q′
q′1
Lq′

. En utilisant
(4.10), et en appliquant le lemme 4.1 on a alors∣∣∣∣∫
Y
T (f)gdν

∣∣∣∣ = |F (1−θ)| ≤ Cθ0C1−θ
1 ‖f‖

p
p0
θ+(1−θ) p

p1
Lp ‖g‖

q′
q′0
θ+(1−θ) q

′
q′1

Lq′
= Cθ0C

1−θ
1 ‖f‖Lp‖g‖Lq

oú l’on a utilisé (4.6). Cela montre (4.9) comme souhaité.
�

2.3. Application : inégalités de Young pour la convolution. On rappelle
la définition de la convolution f ∗ g(x) =

∫
Rd f(x− y)g(y)dy.

Lemme 4.2. Soient 1 ≤ p, q, r ≤ ∞ tels que

1

p
+

1

q
= 1 +

1

r
. (4.13)

Alors pour toutes fonctions f ∈ Lp(Rd) et g ∈ Lq(Rd) on a f ∗ g ∈ Lr(Rd) avec

‖f ∗ g‖Lr(Rd) ≤ ‖f‖Lp(Rd)‖g‖Lr(Rd). (4.14)

Proof. Étape 1. Preuve pour p = 1. Soit f ∈ L1. On considère l’opérateur
T (g) = f ∗ g. Si g ∈ L1 par Fubini :∫

Rd
|f ∗ g|dx ≤

∫
Rd

∫
Rd
|f(x− y)||g(y)|dydx ≤

∫
Rd
‖f‖L1 |g(y)|dy = ‖f‖L1‖g‖L1 .

Donc T est continu de L1 dans L1 avec ‖Tg‖L1 ≤ ‖f‖L1‖g‖L1 . Si g ∈ L∞, |f ∗
g(x)| ≤

∫
Rd |f(x− y)|‖g‖L∞dy ≤ ‖f‖L1‖g‖L∞ . Donc T est continu de L∞ dans L∞

avec ‖Tg‖L∞ ≤ ‖f‖L1‖g‖L∞ . Pour tout q ∈ [1,∞], on applique le théorème 2.2,
avec p0 = q0 = 1 et p1 = q1 =∞ et θ = 1

q : l’opérateur T est continu de Lq dans Lq

avec ‖Tg‖Lq ≤ ‖f‖L1‖g‖Lq , soit

‖f ∗ g‖Lq ≤ ‖f‖L1‖g‖Lq .

Étape 2. Preuve pour p général. Soit g ∈ Lq. On considère l’opérateur T ′(f) =
f∗g. Par l’étape 1, si f ∈ L1 alors f∗g ∈ Lq avec ‖f∗g‖Lq ≤ ‖f‖L1‖g‖Lq . Donc T est
continu de L1 dans Lq avec ‖T (f)‖Lq ≤ ‖f‖L1‖g‖Lq . Soit q′ = q/(q− 1) l’exposant
conjugué de q. Par Hölder, si f ∈ Lq

′ , alors |f ∗ g|(x) = |
∫
f(x − y)g(y)dy| ≤

‖f‖Lq′‖g‖Lq . Donc T est continu de Lq′ dans L∞ avec ‖T (f)‖L∞ ≤ ‖f‖Lq′‖g‖Lq .
Soit p ∈ [1, q′], et θ ∈ [0, 1] tel que 1

p = θ + 1−θ
q′ . Soit r donné par (4.13). Alors

on calcule que 1
r = θ

q = θ
q + 1−θ

∞ . On applique le théorème 2.2, avec p0 = 1, p1 = q′,
q0 = q et q1 = ∞ et θ = q

r : l’opérateur T est continu de Lp dans Lr avec norme
d’opérateur 1, ainsi

‖f ∗ g‖Lr ≤ ‖f‖Lp‖g‖Lq .

�
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3. Exercices

Exercice 4.1. Reprenez la preuve du théorème 4.1, et démontrer le résultat
dans le cas p1 =∞.

Exercice 4.2. On suppose que T est un opérateur linéaire tel que ‖Tu‖L1,∞ ≤
C0‖u‖L1 et qu’il existe 1 < p ≤ ∞ tel que ‖Tu‖Lp ≤ C1‖u‖Lp. Démontrer que pour
tout 1 < q ≤ p, T est un opérateur continu sur Lq avec

‖u‖Lq ≤ 8(
1

p− 1
)

1
pC

1/q−1/p
1−1/p

0 C
1−1/q
1−1/p

1

(indication : en utilisant les théorèmes 4.1 et 2.2 avec des exposants bien choisis)



CHAPTER 5

Outils d’analyse harmonique II : Théorème de
différentiation de Lebesgue

Ce chapitre est a completer

1. Théorème de différentiation de Lebesgue

Theoreme 5.1. Pour tout 1 ≤ p ≤ ∞ et u ∈ Lp(Rn) on a

lim
r→0

1

|B(0, r)|

∫
B(x,r)

u(y)dy = u(x)

pour presque tout x ∈ Rn.

2. Exercices

Exercice 5.1. Montrer que pour tout 1 ≤ p ≤ ∞ et u ∈ Lp(Rn) on a

lim
r↓0

∫
B(x,r) |u(y)− u(x)|dy

Vol(B(x, r))
= 0 (5.1)

pour presque tout x ∈ Rn.

Exercice 5.2. Un cube de longueur d’arête ` > 0 est un ensemble de la forme

Q = [y1, y1 + `)× ...× [yn, yn + `)

pour un y ∈ Rn. Soit un ensemble de cubes {Qx` }(x,`)∈Rn×(0,∞) tel que pour tout
x ∈ Rn et ` > 0, le cube Qx` est de longueur d’arête ` et satisfait x ∈ Qx` .

Montrer que pour tout 1 ≤ p ≤ ∞ et u ∈ Lp(Rn) on a

lim
`↓0

∫
Qx`
u(y)dy

Vol(Qx` )
= u(x) (5.2)

pour presque tout x ∈ Rn.
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CHAPTER 6

L’équation de la chaleur linéaire dans les espaces de
Lebesgue

On considère à nouveau l’équation de la chaleur linéaire{
ut = ∆u, (t, x) ∈ (0,∞)× Rn,
u(0, x) = u0(x), x ∈ Rn. (6.1)

que l’on souhaite étudier dorénavant pour u0 dans un espace de Lebesgue. Nous
allons voir dans la proposition 6.1 que la solution est toujours donnée par la formule
(1.21). On introduit alors les opérateurs (S(t))t≥0 définis par{

S(0)f = f,
S(t)f = K(t, ·) ∗ f pour t > 0.

(6.2)

1. Le semi-groupe de la chaleur

1.1. Problème de Cauchy. On peut tout d’abord se demander dans quel
sens la condition initiale de (6.1) est satisfaite. Celle-ci est satisfaite au sens d’une
limite presque partout au sens de (6.3).

Proposition 6.1. Soit u0 ∈ Lp(Rn) pour un p ∈ [1,∞], et u(t) = S(t)u0

donnée par (1.21). Alors u ∈ C∞((0,∞) × Rn), résout l’équation de la chaleur
(1.10) sur (0,∞)× Rn, et satisfait

lim
t↓0

u(t, x) = u0(x) pour presque tout x ∈ Rn. (6.3)

Proof. La preuve que u ∈ C∞((0,∞) × Rn), résout l’équation de la chaleur
(1.10) sur (0,∞)× Rn et est bornée ainsi que ses dérivées sur [t0,∞)× Rd est très
similaire à celle de la proposition 1.1. Nous nous contenterons de démontrer (6.3).

Étape 1. Estimation de |u0(y)−u0(x)| en moyenne sur des boules. En décomposant
u0 = u+

0 + u−0 , avec u
+
0 = u01({u ≥ 0}) et u−0 = u01({u > 0}), et en appliquant la

version (5.2) du théorème de Lebesgue, pour presque tout x ∈ Rn on a

lim
r↓0

∫
B(x,r) |u0(y)− u0(x)|dy

Vol(B(x, r))
= 0. (6.4)

De plus, par l’inégalité de Hölder, on a pour tout r > 0∫
B(x,r)

|u0(y)|dy =

∫
Rn
|u0(y)|1(|y − x| ≤ r)dy

≤ ‖u0‖Lp(Rn)‖1(| · −x| ≤ r)‖Lp′ (Rn)

= ‖u0‖Lp(Rn) (Vol(B(x, r)))
1
p′ .
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On peut donc également majorer :∫
B(x,r) |u0(y)− u0(x)|dy

Vol(B(x, r))
≤

∫
B(x,r) |u0(y)|dy
Vol(B(x, r))

+

∫
B(x,r) |u0(x)|dy
Vol(B(x, r))

≤ ‖u0‖Lp(Rn) (Vol(B(x, r)))
1
p′−1

+ |u0(x)|.

Puisque r 7→ (Vol(B(x, r)))
1
p′−1 est une fonction décroissante, en combinant cette

inégalité avec (6.4) on obtient qu’il existe M > 0 (dépendante de x) telle que∫
B(x,r)

|u0(y)− u0(x)|dy ≤M Vol(B(x, r)) (6.5)

pour tout r > 0.

Étape 2. Preuve de (6.3). Soit x tel que (6.4) soit vérifié. Puisque
∫
Rn K(t, y)dy =

1 par (1.14), on décompose alors

u(t, x) = u0(x) +

∫
Rn

(u0(x+ y)− u0(x))K(t, y)dy︸ ︷︷ ︸
ũ(t,x)

(6.6)

et on veut montrer ũ(t, x)→ 0 lorsque t ↓ 0. Pour cela, on décompose pour R > 0

ũ(t, x) =

∫
|y|≤R

√
t
(u0(x+ y)− u0(x))K(t, y)dy︸ ︷︷ ︸

I

+

∫
|y|>R

√
t
(u0(x+ y)− u0(x))K(t, y)dy︸ ︷︷ ︸

II

.

En utilisant |K(t, ·)| ≤ t−n/2 par (1.13), on majore le premier terme par

|I| ≤ 1

t
n
2

∫
|y|≤R

√
t
|u(x+ y)− u(x)|dy

=
Vol(B(x,R

√
t))

t
n
2

∫
B(x,

√
tR) |u(y)− u(x)|dy

Vol(B(x,
√
tR))

→ 0 (6.7)

lorsque t ↓ 0 en utilisant que Vol(B(x,R
√
t))

t
n
2

= RnVol(B(0, 1)) et (6.4).
Pour majorer le second terme, on effectue une partition dyadique

II =

∞∑
j=1

∫
2j
√
tR<|y|≤2j+1R

√
t
(u0(x+ y)− u0(x))K(t, y)dy.

Pour j ∈ N∗ et 2j
√
tR < |y| ≤ 2j+1

√
tR, on majore |K(t, y)| ≤ t−n/2e−

(2jR)2

4 par

(1.13). On vérifie que la fonction z 7→ zn+1e−
z2

4 est bornée pour z > 0, et donc

qu’il existe C > 0 telle que e−
z2

4 ≤ Cz−n−1. On peut alors majorer |K(t, y)| ≤
Ct−n/22−nj−jR−n−1. En utilisant (6.5) on a alors∣∣∣∣∣
∫

2j
√
tR<|y|≤2j+1R

√
t
(u0(x+ y)− u0(x))K(t, y)dy

∣∣∣∣∣ ≤ C

t
n
2Rn+12nj+j

∫
|y|≤2j+1R

√
t
|u0(x+ y)− u0(x)|dy

≤ C

t
n
2Rn+12nj+j

M Vol(B(x, 2j+1
√
tR))

=
C ′

R2j
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où l’on a introduit C ′ = CM Vol(B(0, 2)). Donc

|II| ≤ C ′

R

∞∑
j=1

1

2j
=
C ′

R
. (6.8)

En injectant (6.7) et (6.8) dans (6.6), en faisant tendre t vers 0 puis R vers +∞, on
obtient bien que u(t, x)→ u0(x) comme désiré.

�

Nous allons maintenant voir que l’équation de la chaleur peut-être vue comme
un système dynamique dans les espaces de Lebesgue.

Definition 6.1. Soit B un espace de Banach, et (T (t))t≥0 une famille d’opérateurs
linéaires continus de B dans lui même. On dit que c’est un semi-groupe fortement
continu si :

(i) T (0) = Id,
(ii) T (t+ s) = T (s)T (t) pour tous t, s ≥ 0,
(iii) Pour tout u0 ∈ B, la fonction t 7→ T (t)u0 est continue de [0,∞) à valeur

dans B.
On dit que de plus qu’il est contractant si

(iv) ‖T (t)‖L(B) ≤ 1 pour tout t ≥ 0.

Proposition 6.2. Pour tout p ∈ [1,∞) on a que (S(t))t≥0 donné par (6.2) est
un semi-groupe contractant sur Lp(Rn).

Remark 6.1. Pour p = ∞, on a que les points (i), (ii) et (iii) sont toujours
vérifiés, mais que le point (iv) n’est plus vrai (voir Exercice).

Proof. Preuve de (iv). On a ‖K(t, ·)‖L1 = 1 par (1.14). Donc ‖K(t, ·) ∗
u0‖Lp ≤ ‖u0‖Lp par l’inégalité de Young pour la convolution (4.14).

Preuve de (i). Ce point provient de la définition même (6.2).

Preuve de (ii). Si t = 0 ou s = 0 le résultat est immédiat en utilisant que S(0) = Id.
On suppose maintenant t, s > 0. On rappelle que la transformée de Fourier de la
Gaussienne est F(x 7→ 1

(4π)d/2
e−|x|

2

4 )(ξ) = e−|ξ|
2 , c’est-à-dire K̂(1, ·)(ξ) = e−|ξ|

2 . Si f

est une fonction et fλ = f(x/λ), alors Ffλ(ξ) = λdFf(λξ), car
∫
e−iξxf(x/λ)dx =

λd
∫
e−iλξxf(x)dx. Comme K(t, x) = t−d/2K(1, x/

√
t), on en déduit donc que

K̂(t, ·)(ξ) = e−t|ξ|
2 . Comme f̂ ∗ g = f̂ ĝ on en déduit F(K(t, ·) ∗ K(s, ·))(ξ) =

e−t|ξ|
2
e−s|ξ|

2
= F(K(t+ s, ·). Donc par injectivité de la transformée de Fourier :

Kt,· ∗K(s, ·) = Kt+s(·).

Comme (u ∗ v) ∗ w = u ∗ (v ∗ w), alors S(t + s)u0 = K(t + s, ·) ∗ u0 = K(t, ·) ∗
(K(s, ·)u0) = S(t)S(s)u0.

Preuve de (iii). Soit u0 ∈ Lp. Nous affirmons tout d’abord la continuité de la
trajectoire à l’instant initial

‖S(t)u0 − u0‖Lp(Rn) → 0 lorsque t→ 0. (6.9)

Soit donc ε > 0. Par densité des fonctions C∞c (R) dans Lp(Rn), il existe v0 ∈
C∞c (Rn) avec v0(x) = 0 pour |x| ≥ R telle que ‖v0 − u0‖Lp(Rn) ≤ ε/3. Alors par
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l’inégalité triangulaire et le point (iv) on a

‖S(t)u0 − u0‖Lp(Rn) ≤ ‖S(t)u0 − S(t)v0‖Lp(Rn) + ‖v0 − u0‖Lp(Rn) + ‖S(t)v0 − v0‖Lp(Rn)

≤ 2‖v0 − u0‖Lp(Rn) + ‖S(t)v0 − v0‖Lp(Rn)

≤ 2ε

3
+ ‖S(t)v0 − v0‖Lp(Rn). (6.10)

On a que (S(t)v0−v0)(x)→ 0 lorsque t ↓ 0 en tout point x ∈ Rn par la Proposition
1.21. De plus, ‖S(t)v0‖L∞ ≤ ‖v0‖L∞ par (1.14) et (4.14). Donc

‖S(t)v0 − v0‖Lp(B(0,2R)) → 0 (6.11)

lorsque t→ 0 par convergence dominée. Pour |x| ≥ 2R on a en utilisant le support
de v0

|(S(t)v0)(x)| =
∣∣∣∣∫

Rn
K(t, x− y)v0(y)dy

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
∫
|y|≤R

K(t, x− y)v0(y)dy

∣∣∣∣∣
≤ sup
|y|≤R

|K(t, x− y)|
∫
|v0(y)|dy

=
1

(4πt)
n
2

e−
(|x|−R)2

4t

∫
|v0(y)|dy.

On a que e−
(|x|−R)2

4t ≤ e−
|x|2
8t car R ≤ |x|/2. De plus, il existe C > 0 telle que

e−z
2/8 ≤ Cz−2n pour tout z > 0. En combinant, on obtient que e−

(|x|−R)2

4t ≤ C tn

|x|2n .

L’inégalité ci-dessus devient alors |(S(t)v0)(x)| ≤ C′t
n
2

|x|2n pour C ′ = C(4π)−
n
2

∫
|v0(y)|dy.

En utilisant cela et que v0(x) = 0 pour |x| ≥ R on obtient

‖S(t)v0 − v0‖pLp(Rn\B(0,2R)) ≤ C
′t
pn
2

∫
|x|≥R

dx

|x|2np
→ 0 (6.12)

lorsque t ↓ 0. En combinant (6.11) et (6.12) on obtient qu’il existe t0 > 0 tel que
‖S(t)v0 − v0‖Lp ≤ ε

3 pour tout 0 < t ≤ t0. En injectant cette inégalité dans (6.10)
on obtient que ‖S(t)u0 − u0‖Lp(Rn) ≤ ε. Cela démontre (6.9).

Soient maintenant t, s ≥ 0. Alors en utilisant successivement (iii) et (iv) on a

‖S(t+ s)u0 − S(t)u0‖Lp(Rn) = ‖S(t)(S(s)u0 − u0)‖Lp(Rn) ≤ ‖S(s)u0 − u0‖Lp(Rn)

Par (6.9) on déduit donc que ‖S(t+ s)u0−S(t)u0‖Lp(Rn) tend vers 0 lorsque s→ 0
et ce uniformément pour tout t ∈ R. Cela démontre le point (iv).

�

Nous allons maintenant définir ce qu’est un problème de Cauchy bien posé,
notion introduite par Hadamard. Pour cela, les solutions doivent exister, être unique
et dépendre continument de la donnée initiale.

Definition 6.2. Un problème de Cauchy linéaire est bien posé dans un espace
de Banach B (avec un espace auxiliaire Y ), si pour tout u0 ∈ B, il existe une unique
solution u(t) ∈ C([0,∞]) ∩ Y , et que pour tout T > 0, le flot u0 7→ u(t) est continu
de B dans C([0, T ],B).

Proposition 6.3. Soit Y = {u ∈ C∞((0,∞) × Rd), bornée sur [t0,∞) ×
Rd ∀t0 > 0}. Alors pour tout 1 ≤ p < ∞, le problème de Cauchy (6.1) (où la
seconde équation est entendue au sens de (6.3)) est bien posé dans Lp(Rd).
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Proof. Soit u une solution avec u ∈ C([0,∞), Lp) ∩ Y . Pour t0 > 0 on pose
ut0(t) = u(t0 + t). Alors u est une solution C∞ et bornée sur [0,∞) × Rd de
(1.10) avec ut0(0) = u(t0), donc par l’unicité de la proposition 1.2 on a ut0(t) =
K(t, ·) ∗ u(t0). Donc u(t0 + t) = K(t0 + t) ∗ u(t0) pour t, t0 > 0. Pour tout (t, x)
fixé, on a alors

u(t+ t0, x) =

∫
K(t, y)u(t0, x− y)dy +

∫
(K(t+ t0, y)−K(t))u(t0, x− y)dy.

Lorsque t0 → 0, le premier terme converge vers
∫
K(t, y)u0(x − y)dy = S(t)u0(x)

par (6.3) et par convergence dominée, et le second terme converge vers 0 par Hölder
car ‖K(t+ t0)−K(t)‖Lp′ → 0 et ‖u(t+ t0)‖Lp est bornée. Donc u = S(t)u0, d’où
l’unicité.

Il reste à démontrer que u(t) = S(t)u0 satisfait toutes les propriétés. Mais
cela est une conséquence directe des propositions 6.2 et 6.1, et de (6.1) que nous
démontrerons ci-après.

�

2. Comportement en temps long

Nous allons commencer par montrer des estimations de décroissance pour les
solutions de l’équation de la chaleur. Si u0 ∈ Lp pour 1 ≤ p <∞, cela démontrera
que les solutions convergent vers 0 dans L∞.

Lemme 6.1. Soit u0 ∈ Lp(Rn) pour p ∈ [1,∞], et S(t)u la solution de l’équation
de la chaleur correspondante. Alors pour tout t > 0 on a que u(t, ·) ∈ Lq(Rn) pour
tout q ∈ [p,∞] avec

‖u(t, ·)‖Lq(Rn) ≤
1

t
n
2

(
1
p
− 1
q

) ‖u0‖Lp . (6.13)

Proof. Par l’inégalité de Young pour la convolution (4.14), on a

‖u(t, ·)‖Lq(Rn) = ‖K(t, ·) ∗ u0‖Lq(Rn)

≤ ‖K(t, ·)‖Lp̃(Rn)‖u0‖Lp(Rn) (6.14)

avec p̃ =
(

1 + 1
q −

1
p

)−1
. On calcule par (1.13) en effectuant le changement de

variable y =
√
p̃ x√

t
que

‖K(t, ·)‖p̃
Lp̃(Rn)

=
1

(4πt)
p̃n
2

∫
Rn
e−p̃

|x|2
4t dx

=
1

(4πt)
p̃n
2

t
n
2

p̃
n
2

∫
Rn
e−
|y|2

4 dy

=
1

(4πt)
p̃n
2

t
n
2

p̃
n
2

(4π)
n
2

=
1

(4πt)
p̃n
2

( 1
p
− 1
q

)

1

p̃
n
2

(6.15)

où l’on a utilisé que 1 − 1
p̃ = 1

p −
1
q . Comme 1

p̃
1
p̃
≤ 1 et que 1

p −
1
q ≥ 0, alors

‖K(t, ·)‖Lp̃ ≤ 1. En combinant cela et (6.14) on obtient (6.13).
�
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Pour u0 ∈ L1 avec u0 ≥ 0, un calcule direct en utilisant Fubini donne que∫
u(t)dx =

∫
K(t, y)dy

∫
u0(x)dx =

∫
u0(x)dx. Donc u(t), si elle converge vers 0

dans L∞ par (6.13), ne converge pas vers 0 dans L1.
Nous allons maintenant montrer que les solutions de l’équation de la chaleur

dans L1 ressemblent à K(t) lorsque t → ∞. Elles deviennent ainsi auto-similaires
à l’ordre principal.

Theoreme 6.1 (Résolution auto-similaire pour l’équation de la chaleur). Pour
tout u0 ∈ L1(Rn) on pose M =

∫
Rn u0(x)dx. Alors la solution u de l’équation de la

chaleur se décompose en
u = MK + v (6.16)

où pour tout 1 ≤ p ≤ ∞

t
n
2

(1− 1
p

)‖v‖Lp(Rn) → 0 lorsque t→∞. (6.17)

Remark 6.2. On peut vérifier que ‖K(t, ·)‖Lp(Rn) = Cpt
−n

2
(1− 1

p
) pour une

constante Cp > 0 par un changement de variable en utilisant (1.13). Si M 6= 0, la
décomposition (6.16) et la borne (6.17) assurent donc que la taille de v dans Lp est
négligeable par rapport à celle de K. La solution ressemble donc àMK(t) en temps
long.

Proof. Étape 1. Preuve si u0 ∈ C∞c (Rd). Soit v = u(t) −MK(t). Alors
puisque u(t) = K(t) ∗ u0 et M =

∫
u0 on peut écrire

v(t, x) =

∫
Rn

(K(t, x− y)−K(t, x))u0(y)dy

On rappelle la formule f(x+ y) = f(x) +
∫ 1

0 y.∇f(x+ sy)ds. Donc

K(t, x− y)−K(t, x) =
1

2
√
t

1

(4πt)
n
2

∫ 1

s=0
y.
x− sy√

t
e−
|x−sy|2

4t dy.

On peut ainsi borner

|v(t, x)| ≤ 1√
t

∫
Rn

∫ 1

s=0

1

t
n
2

Ψ

(
x− sy√

t

)
|y||u0(y)|dy.

où Ψ(z) = 1

2(4π)
n
2
|z|e−|z|2/4. On remarque que la fonction Ψ est bornée par une

constante C > 0. On peut donc majorer

|v(t, x)| ≤ 1

tn/2+1/2

∫
Rn
C|y||u0(y)|dy.

Donc ‖v‖L∞ ≤ C1

t
n
2 + 1

2
pour une constante C1 > 0. On peut également majorer par

Fubini,

‖v‖L1 ≤
1√
t

∫
1

tn/2
Ψ(

x√
t
)dx

∫
|y||u0(y)|dy ≤ C0√

t

où l’on a utilisé que
∫

Ψ <∞ et le changement de variable x =
√
tx̃. Par Hölder,

‖v‖Lp ≤ ‖v‖
1
p

L1‖v‖
1− 1

p

L∞ ≤
C

1
p

0 C
1− 1

p

1

t
1
2

+n
2

(1− 1
p

)
.

D’où (6.17).

Étape 2. Preuve dans le cas général. Soit u0 ∈ L1. Soit ε > 0. Par densité, il
existe ũ0 ∈ C∞c telle que

∫
ũ0 = M et ‖u0 − ũ0‖L1 ≤ ε/2. Alors

t
n
2

(1− 1
p

)‖u(t)−MK(t)‖Lp ≤ t
n
2

(1− 1
p

)‖ũ(t)−MK(t)‖Lp + t
n
2

(1− 1
p

)‖u(t)− ũ(t)‖Lp
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Le premier terme tend vers 0 lorsque t→∞ par l’étape 1. Quant au second, il est
plus petit que ε/2 car ‖u(t)− ũ(t)‖Lp = ‖S(t)(u0− ũ0)‖Lp ≤ 1

t
n
2 (1− 1

p )
ε/2 par (6.13).

Donc t
n
2

(1− 1
p

)‖u(t)−MK(t)‖Lp ≤ ε pour t assez grand. D’oú (6.17).
�

3. Exercices

Exercice 6.1. Soit (S(t))t≥0 le semi-groupe de la chaleur définit dans la propo-
sition 6.2. Montrer que t 7→ S(t) n’est pas une fonction continue à valeur dans
L(Lp(Rn)) (avec L(Lp(Rn)) muni de la topologie usuelle des endomorphismes con-
tinus de Lp(Rn)).

Exercice 6.2. Démontrer qu’il existe une constante C > 0 telle que pour tout
1 ≤ p ≤ q ≤ ∞, pour tout u ∈ Lp(Rn) on a ∇(S(t)u) ∈ Lq(Rn) pour tout t > 0 avec

‖∇(S(t)u)‖Lq ≤
C

t
n
2

( 1
p
− 1
q

)+ 1
2

‖u‖Lp . (6.18)

Exercice 6.3 (Estimations raffinées pour l’équation de la chaleur). Pour T >
0 et 1 ≤ q ≤ ∞ on définit L∞([0, T ], Lq(Rn)) comme l’espace des fonctions f
mesurables sur [0, T ] × Rn telles que la fonction t 7→ ‖f(t, ·)‖Lq(Rn) appartient à
l’espace L∞([0, T ]), et on définit

‖f‖L∞([0,T ],Lq(Rn)) =
∥∥t 7→ ‖f(t, ·)‖Lq(R3)

∥∥
L∞([0,T ])

.

(1) Montrer que L∞([0, T ], Lq(R3)) équippé de sa norme est un espace de Ba-
nach.

(2) Soit p ∈ [1,∞), et u0 ∈ Lp. Pour p < q ≤ ∞ on pose α = d
2(1
p −

1
q ).

Montrer que

‖tαS(t)u0‖L∞([0,T ],Lq(Rn)) ≤ ‖u0‖Lp(Rn)

(3) Sous les mêmes hypothèses, montrer que

lim
T→0
‖tαS(t)u0‖L∞([0,T ],Lq(Rn)) = 0

(Indication : montrer d’abord cette limite si u0 ∈ C∞c (Rn)).
(4) Montrer que cette limite n’est pas uniforme sur Lp(Rn), c’est-à-dire que

lim inf
T→0

sup
u0∈Lp(Rn), ‖u0‖Lp=1

‖tαS(t)u0‖L∞([0,T ],Lq(Rn)) > 0.





CHAPTER 7

L’equation de Burgers visqueuse

1. Résolution du problème de Cauchy et formule de Hopf-Cole

On s’intéresse à l’équation de Burgers à laquelle on ajoute un terme de dissipa-
tion : {

ut + uux = uxx, (t, x) ∈ (0,∞)× R
u(0, x) = u0(x) x ∈ R. (7.1)

Cette équation est non linéaire. Il existe une transformation (non linéaire) qui
la ramène à l’équation linéaire de la chaleur.

Lemme 7.1 (Transformation de Hopf-Cole). On a que u ∈ C∞((0,∞)× R) est
une solution classique de

ut + uux = uxx (7.2)
si et seulement si il existe c ∈ C∞((0,∞)) une fonction positive telle que la fonction

φ(t, x) = c(t)exp

(
−1

2
U(t, x)

)
, où U(t, x) =

∫ y

0
u(t, y)dy, (7.3)

satisfait φ ∈ C∞((0,∞)× R) et est une solution de l’équation de la chaleur

φt = φxx. (7.4)

Proof. En primitivant, il vient que u satisfait (7.2) si et seulement si

∂tU +
1

2
(∂xU)2 − ∂2

xU = c̃(t)

pour une constante d’intégration c̃(t). En évaluant en 0 et en utilisant que U(x) =∫ x
0 u(y)dy on trouve c̃(t) = 1

2u
2(t, 0)− ∂xu(t, 0) qui est donc une fonction C∞. En

différentiant, on a que φ(t, x) = c(t)exp(−1
2U(t, x)) satisfait (7.4) si et seulement si

0 = ∂tφ− ∂2
xφ = −c(t)

2
exp(−1

2
U)

(
∂tU +

1

2
(∂xU)2 − ∂2

xU −
c′(t)

c(t)

)
.

D’où l’équivalence entre les deux équations (7.2) et (7.4) pour le choix c(t) =

exp(
∫ t
t0
c̃(s)ds) pour un t0 > 0.

�

Afin d’utiliser le lemme 7.1 pour résoudre (7.1) on définit

U0(x) =

∫ x

0
u(y)dy et φ0(x) = exp(−1

2
U0(x)).

Lemme 7.2. Soit u0 ∈ L∞(R). Alors il existe une unique solution classique de
(7.4) sur (0,∞)× R à croissance au plus exponentielle telle que φ ∈ C([0,∞)× R)
et φ(0, ·) = φ0. De plus, celle-ci s’écrit

φ(t, x) =
1√
π4t

∫
R

exp

(
−1

2
U0(x− y)− y2

4t

)
dy.

55
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Proof. Par les propositions 1.2 et 1.1, la solution de (7.4) satisfaisant les pro-
priétés du lemme est unique et est donnée par

φ̃(t, x) =
1√
4πt

∫
R
φ̃0(x− y)e−

y2

4t dy.

Cela montre le résultat en utilisant que φ0 = exp(−1
2U0(x)).

�

Theoreme 7.1 (Résolution du problème de Cauchy pour l’équation de Burgers
visqueuse). Soit u0 ∈ L∞(R). Il existe une unique fonction u ∈ C∞((0,∞) × R) ∩
L∞([0,∞)× R)) avec u(t, x)→ u0(x) lorsque t ↓ 0 pour presque tout x ∈ R qui est
une solution classique de l’équation de Burgers visqueuse (7.1) sur (0,∞)× R. De
plus, celle-ci s’écrit

u(t, x) =

∫
R u0(y)exp

(
−1

2U0(y)− (x−y)2

4t

)
dy∫

R exp
(
−1

2U0(y)− (x−y)2

4t

)
dy

. (7.5)

Proof. En différentiant l’identité (7.3) on trouve

u = Ux = −2
φx
φ
.

En combinant les lemmes 7.1 et 7.2 et la condition au temps initial t = 0, une telle
solution u est effectivement nécéssairement donnée par la formule (7.5).

On vérifie alors par Hölder que

|u(t, x)| ≤
‖u0‖L∞

∫
R exp

(
−1

2U0(y)− (x−y)2

4t

)
dy∫

R exp
(
−1

2U0(y)− (x−y)2

4t

)
dy

≤ ‖u0‖L∞

et donc u ∈ L∞([0,∞) × R). Il reste à vérifier que u(t, x) → u0(x) lorsque t ↓ 0

pour presque tout x ∈ R. Puisque u = φx
φ , et que φ est continue par le lemme 7.2,

il suffit de montrer que

φx(t, x) =

∫
R
u0(y)e−

1
2
U0(y) 1√

π4t
e−
|x−y|2

4t → u0(x)e−
1
2
U0(x)

lorsque t ↓ 0 pour presque tout x. Cela est alors une conséquence de la proposition
6.1.

�

2. Symétries et solutions auto-similaires

En effectuant des calculs très similaires à ceux de la preuve du lemme 3.1 on con-
state que l’équation de Burgers visqueuse (7.2) possède les propriétés de symétries
suivantes. Si u est une solution, alors pour tout (λ, c, x0, t0) ∈ (0,∞)× R3,

1

λ
u

(
t− t0
λ2

,
x− ct− x0

λ

)
+ c

est aussi une solution de (7.1).
Si une solution u est invariante par la transformation d’échelle

u(t, x) =
1

λ
u

(
t

λ2
,
x

λ

)
pour tout (λ, t, x) ∈ (0,∞)2 × R
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alors nécessairement celle-ci est de la forme

u(t, x) =
1√
t
Ψ

(
x√
t

)
(7.6)

(en prenant λ =
√
t dans et en posant Ψ(y) = u(1, y)). En supposant Ψ ∈ C2(R)

on a que u de la forme (7.6) est une solution de l’équation de Burgers visqueuse
(7.1) si et seulement si Ψ est solution de

−y
2

Ψ′ − 1

2
Ψ + ΨΨ′ = Ψ′′. (7.7)

On l’appelle équation stationnaire des solutions auto-similaires de l’équation de
Burgers visqueuse.

Lemme 7.1 (Profils auto-similaires expanseurs). Pour tout M ∈ R, la fonction

ΨM (y) =
cMe

− y
2

4

1− cM
2

∫ y
0 e
− z2

4 dz
, (7.8)

où cM = 2√
π

tanh(M4 ), est une solution de (7.7). De plus,
∫
R Ψ = M .

Ces solutions sont uniques, au sens où si Ψ ∈ C2(R) ∩ L1(R) est une solution
de (7.7) alors Ψ = ΨM pour un M ∈ R.

On a donc une famille de solutions auto-similaires de l’équation de Burgers
visqueuse (7.1) sous la forme

u(t, x) =
1√
t
ΨM

(
x√
t

)
.

Proof. On raisonne par analyse-synthèse. Soit Ψ ∈ C2(R)∩L1(R) une solution
de (7.7). On pose M =

∫
R Ψ(y)dy. En réécrivant (7.7) sous la forme(

−Ψ′ − y

2
Ψ +

1

2
Ψ2

)′
= 0,

on remarque qu’il existe une constante c ∈ R telle que

−Ψ′ − y

2
Ψ +

1

2
Ψ2 = c. (7.9)

On utilise à nouveau la transformation de Cole-Hopf, en posant Φ(y) = exp(−1
2

∫ y
0 Ψ(x)dx).

Puisque Ψ ∈ L1, on a que
1

N
≤ Φ ≤ N (7.10)

pour N = exp(1
2

∫
|Ψ(y)|dy). On calcule alors que Ψ = −2Φ′

Φ et Ψ′ = −2Φ′′

Φ + 2Ψ
′2

Ψ2 .
En injectant dans (7.9) l’équation devient

Φ′′ +
y

2
Φ′ =

c

2
Φ. (7.11)

Pour montrer que c = 0, on intègre (7.11) entre 0 et un grand nombre Y , ce qui
permet d’exprimer c comme :

c =
2∫ Y

0 Φ(y)dy

(
Φ′(Y )− Φ′(0) +

∫ Y

0

y

2
Φ′
)

=
2Y∫ Y

0 Φ(y)dy

(
−Ψ(Y )Φ(Y )

2Y
+

Ψ(0)Φ(0)

2Y
− 1

2

∫ Y

0

y

2Y
Ψ(y)Φ(y)dy

)
.
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Par (7.10) on a que 2Y∫ Y
0 Φ(y)dy

≤ 2N . Puisque Ψ ∈ L1 on a qu’il existe Yn → ∞

telle que Ψ(Yn) → 0. Puisque Ψ ∈ L1 et y
Yn
→ 0, lorsque n → ∞ on a que∫ Y

0
y
Yn

Ψ(y)Φ(y)dy → 0 par convergence dominée. En prenant Y = Yn dans l’identité
ci-dessus et en laissant n tendre vers ∞ on obtient donc

c = 0.

L’équation (7.11) devient alors

Φ′′ +
y

2
Φ′ = 0.

Deux solutions particulières sont Φ1 = 1 et Φ2 =
∫ y

0 e
− z

2

4 dz. Puisque c’est une

équation différentielle linéaire du second ordre, on a alors Φ(y) = c1 + c2

∫ y
0 e
− z

2

4 dz
pour deux constantes c1, c2 ∈ R. Puisque Φ(0) = exp(0) = 1 on trouve c1 = 1.
Puisque

Φ(y)

Φ(−y)
=

exp
(
−1

2

∫ y
0 Ψ(x)dx

)
exp

(
−1

2

∫ −y
0 Ψ(x)dx

) = exp

(
−1

2

∫ y

−y
Ψ(x)dx

)

on a que limy→∞
Φ(y)

Φ(−y) = exp
(
−M

2

)
. En utilisant que

∫∞
0 e−

y2

4 dy =
√
π on obtient

1 + c2
√
π = e−

M
2 (1− c2

√
π) et on trouve donc

c2 =
1√
π

e−
M
2 − 1

e−
M
2 + 1

=
1√
π

tanh(−M
4

) = −cM
2
.

Donc
Φ(y) = 1− cM

2

∫ y

0
e−

z2

4 dz.

En inversant la transformation de Cole-Hopf, Ψ = −2Φ′

Φ on obtient

Ψ(y) =
cMe

− y
2

4

1− cM
2

∫ y
0 e
− z2

4 dz
.

On peut maintenant faire la synthèse et vérifier que Ψ donnée par cette formule
convient. On a effectivement Ψ ∈ C2(R) ∩ L1(R). De plus, Φ = 1 − cM

2

∫ y
0 e
− z

2

4 dz
est bien une solution de (7.11) pour c = 0, et donc Ψ est bien une solution de (7.9),
ce qui en différentiant montre que Ψ est une solution de (7.7).

�

3. Résolution auto-similaire en temps long

Theoreme 7.1. Soit u0 ∈ L∞(R) ∩ L1(R) et u la solution correspondante de
l’équation de Burgers visqueuse (7.1) donnée par la proposition 7.1, et soit M =∫
R u0(y)dy la masse de sa donnée initiale. Alors u se décompose en temps grand
sous la forme

u(t, x) =
1√
t
ΨM (

x√
t
) + v(t, x) (7.12)

avec pour tout p ∈ [1,∞]

t
1
2

(1− 1
p

)‖v(t, ·)‖Lp(R) → 0 (7.13)

lorsque t→∞.
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Remark 7.2. Par un changement de variable, on a ‖ 1√
t
Ψ( x√

t
)‖Lp(R) = 1

t
n
2 (1− 1

p )
‖Ψ‖Lp(R).

L’identité (7.12) et la borne (7.13) assurent donc que u est égal à l’ordre principal
à 1√

t
Ψ( x√

t
) et que v est un reste d’ordre inférieur.

Remark 7.3. Pour des données initiales qui convergent vers des constantes en
+∞ et −∞, la solution ne converge plus vers le profil auto-similaire précédent mais
elle converge vers une onde progressive (qui est une autre forme d’auto-similarité).
Voir les exercices.

Proof. Étape 1. Mise en place de la transformation de Cole-Hopf. On ap-
plique la transformation de Cole-Hopf (7.3) et on obtient

u = −2φx
φ

(7.14)

où φ est la solution de l’équation de la chaleur φt = φxx de donnée initiale

φ0(x) = exp

(
−1

2

∫ x

0
u0(y)dy

)
. (7.15)

Comme −‖u0‖L1 ≤
∫ x

0 u0(y)dy ≤ ‖u0‖L1 on a

1

N
≤ φ ≤ N (7.16)

pour N = e‖u0‖L1/2. On constate de par la formule (7.8) que

1√
t
ΨM

(
x√
t

)
=

1√
t

cMe
−x

2

4t

1− cM
2

∫ x√
t

0 e−
z2

4 dz

= −2∂xφM
φM

(7.17)

pour

φM (t, x) = 1− cM
2

∫ x√
t

0
e−

z2

4 dz. (7.18)

En utilisant cM = 2√
π

1−e−
M
2

1+e−
M
2
, on vérifie qu’il existe N ′ > 0 tel que

1

N ′
≤ φM ≤ N ′ (7.19)

Étape 2. Convergence pour la dérivée de la transformation de Cole-Hopf. En
différentiant l’équation φt = φxx, on a que φx est la solution de l’équation de la
chaleur {

∂tφx = ∂xxφx,
φx(0, x) = −1

2u0(x)φ0(x).
(7.20)

Puisque φ0 ∈ L∞(R) par (7.24) et u0 ∈ L1(R), alors φx ∈ L1(R). De plus, on
calcule sa masse en utilisant (7.15) :

m =

∫
R
φx(0, x) = lim

y→∞
φ0(y)− lim

y→−∞
φ0(y) = e−

U+
0
2 − e−

U−0
2

où l’on a posé U+
0 =

∫∞
0 u0(y)dy et U−0 = −

∫ 0
−∞ u0(y)dy. En appliquant d’une

part les inégalités de décroissance (6.13) pour l’équation de la chaleur (7.20) on a
pour tout p ∈ [1,∞]

t
1
2

(1− 1
p

) ‖φx(t, ·)‖Lp(R) ≤ C1,p‖∂xφ0‖L1(R). (7.21)
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En appliquant d’autre part le théorème 6.1 de résolution auto-similaire en temps
long pour l’équation de la chaleur (7.20) on a

t
1
2

(1− 1
p

)

∥∥∥∥φx(t, ·)− m√
4πt

e−
|·|2
4t

∥∥∥∥
Lp(R)

→ 0 quand t→∞. (7.22)

Or, on calcule par (7.18) que

∂xφM (t, x) = − cM

2
√
t
e−

x2

4t .

L’inégalité de convergence (7.22) s’écrit donc

t
1
2

(1− 1
p

) ‖∂x (φ(t, ·) + κφM (t, ·))‖Lp(R) → 0 quand t→∞ (7.23)

pour la constante κ = m√
πcM

.

Étape 3. Convergence pour la transformation de Cole-Hopf. Par le théorème
fondamental de l’analyse

φ(t, x) + κφM (t, x) = φ(t, 0) + κφM (t, 0) +

∫ x

0
(∂xφ(t, y) + κ∂xφM (t, y)) dy.

On a |
∫ x

0 (∂xφ+ κ∂xφM ) dy| ≤ ‖∂xφ+ κ∂xφM‖L1(R) → 0 lorsque t→∞ par (7.23)
pour p = 1. Donc

φ(t, ·) + κφM (t, ·)→ φ(t, 0) + κφM (t, 0) dans L∞(R) lorsque t→∞.

On calcule alors par (7.18) que φM (t, 0) = 1, et par (1.21) que

φ(t, 0) =

∫
R
φ0(y)

1√
4πt

e−
y2

4t dy

=

∫
R
φ0(
√
tz)

1√
4π
e−

z2

4 dz

=
1

2
√
π

∫ 0

−∞
φ0(
√
tz)e−

z2

4 dz +
1

2
√
π

∫ ∞
0

φ0(
√
tz)e−

z2

4 dz.

On a pour z > 0 que φ0(
√
tz) = exp(−1

2

∫ √tz
0 u0)→ exp(−1

2

∫∞
0 u0) = e−

U+
0
2 lorsque

t→∞. De manière similaire, si z < 0 alors φ0(
√
tz)→ e−

U−0
2 lorsque t→∞. Par

convergence dominée, on obtient alors

φ(t, 0)→ 1

2
√
π

∫ 0

−∞
e−

U−0
2 e−

z2

4 dz +
1

2
√
π

∫ ∞
0

e−
U+

0
2 e−

z2

4 dz

=
e−

U−0
2 + e−

U+
0
2

2

où on a utilisé
∫∞

0 e−x
2/4dx =

√
π. On en déduit que lorsque t→∞

φ(t, 0) + κφM (t, 0)→ e−
U−0
2 + e−

U+
0
2

2
+ κ = 0

(on vérifie effectivement que e−
U−0
2 +e−

U+
0
2

2 + κ = 0 en utilisant que U+
0 − U

−
0 = M ,

κ = m√
πcM

, m = e−
U+

0
2 − e−

U−0
2 et cM = 2√

π
1−e−

M
2

1+e−
M
2
). Donc

‖φ(t, ·) + κφM (t, ·)‖L∞(R) → 0 lorsque t→∞. (7.24)
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Étape 4. Convergence pour l’équation de Burgers visqueuse. Soit v(t, x) = u(t, x)−
1√
t
Ψ( x√

t
). Alors par (7.14) et (7.17)

v = −2
φx
φ

+ 2
∂xφM
φM

.

Par (7.24) et (7.19) on a

‖v‖Lp ≤
NN ′

κ
‖κφφMv‖Lp = C‖κφMφx − κφ∂xφM‖Lp .

On décompose alors κφMφx−κφ∂xφM = (κφM−φ)φx+φ(φx−κ∂xφM ) et en utilisant
l’inégalité triangulaire, l’inégalité de Hölder, et les estimations de convergence (7.21),
(7.23) et (7.24) pour φ et φx:

t
1
2

(1− 1
p

)‖v‖Lp ≤ Ct
1
2

(1− 1
p

)‖(κφM − φ)φx‖Lp + Ct
1
2

(1− 1
p

)‖φ(φx − κ∂xφM )‖Lp

≤ C‖κφM − φ‖L∞t
1
2

(1− 1
p

)‖φx‖Lp + C‖φ‖L∞t
1
2

(1− 1
p

)‖φx − κ∂xφM )‖Lp
→ 0 lorsque t→∞.

Cela démontre le théorème.
�

4. Exercices

Exercice 7.1. 1. Soient c ∈ R et u ∈ C2(R×R) une solution de l’équation de
Burgers visqueuse (7.1). Montrer que u est invariant par la symétrie de translation

u(t, x) = u(t+ s, x+ cs) ∀(t, x, s) ∈ R3

si et seulement si u(t, x) = W (x− ct) pour une fonction W ∈ C2(R) solution de

cW ′ +WW ′ = W ′′. (7.25)

2. Montrer que pour tout c1, c2 ∈ R, la fonction e−c1(x−c1t) +e−c2(x−c2t) est solution
de l’équation de la chaleur φt = φxx.

3. Déduire de la question précédente en utilisant la transformation de Cole-Hopf que
pour tout c1, c2 ∈ R avec c2 > c1,

u(t, x) = Wc1,c2(x− ct)

avec

Wc1,c2(y) =
2c1e

c2−c1
2

y + 2c2e
c1−c2

2
y

e
c2−c1

2
y + e

c1−c2
2

y
, c = c1 + c2

est une solution de l’équation de Burgers visqueuse.

4. Déduire des questions précédentes que pour tout c ∈ R, Wc1,c2 est une solution
de (7.25). Montrer que celle-ci satisfait de plus :

lim
y→∞

Wc1,c2(y) = 2c1, lim
y→−∞

Wc1,c2(y) = 2c2.

5. Soit u0 ∈ L∞ telle qu’il existe deux constantes c1, c2 avec c2 > c1, et un nombre
R > 0 tel que u0(x) = 2c2 pour tout x < −R et u0(x) = 2c1 pour tout x > R.
Montrer, en utilisant les questions précédentes, la transformation de Cole-Hopf, et
l’inégalité 6.13, qu’il existe x0 ∈ R tel que

lim
t→∞
‖u(t, ·)−Wc1,c2(· − ct− x0)‖L∞(R) = 0.
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Remark 7.1. Cet exercice fait apparaître de nouvelles solutions particulières
qui sont appelées les ondes progressives. C’est un nouvel exemple d’auto-similarité
exacte. L’équation (7.25) s’appelle l’équation stationnaire des ondes progressives.

Le résultat de la question 5. montre que les onde progressives apparaissent
comme les attracteurs universels pour des données initiales constantes en dehors
d’un compact. Ce résultat est à mettre en regard du théorème 7.1 qui assure que
les données initiales dans L1 sont attirées vers un profil auto-similaire expanseur.
Le comportement asymptotique des solutions est donc fortement lié à l’espace fonc-
tionnel.



CHAPTER 8

Solutions faibles de l’équation de Burgers

Explication continuation apres singularite. explication donnees initiales sin-
gulieres. explication solutions faibles.

1. Solutions entropiques

1.1. Solutions au sens des distributions. Supposons que u ∈ C1([0,∞)×
R) est une solution classique de l’équation de Burgers (3.1) (i.e. l’équation est
satisfaite en tout point (t, x) ∈ [0,∞)×R). Pour toute fonction test ϕ ∈ C∞c ([0,∞)×
R), en multipliant l’équation par ϕ, puis en intégrant par parties on trouve

0 =

∫∫
[0,∞)×R

∂u

∂t
ϕdtdx+

∫∫
[0,∞)×R

∂(u2)

∂x
ϕdtdx (8.1)

= −
∫∫

R
u(t = 0)ϕ(t = 0)dtdx−

∫∫
[0,∞)×R

u
∂ϕ

∂t
dtdx−

∫∫
[0,∞)×R

u2∂ϕ

∂x
dtdx

En utilisant que u(t = 0) = u0 on obtient alors la relation∫∫
[0,∞)×R

(
u∂tϕ+

1

2
u2∂xϕ

)
dtdx = −

∫
R
u0(x)ϕ(0, x)dx. (8.2)

On remarque que l’on peut donner un sens à cette égalité même pour des fonctions
qui ne sont pas différentiables.

Definition 8.1 (Solutions au sens des distributions). On dit que u ∈ L∞([0,∞)×
R) est une solution au sens des distributions de l’équation de Burgers (3.1) si
l’identité (8.2) est satisfaite pour toute fonction test φ ∈ C∞c ([0,∞)× R).

Le lemme ci-dessous montre que les deux notions de solutions classiques et de
solution au sens des distributions coïncident pour des fonctions C1. La notion de
solution au sens des distributions est donc un affaiblissement de la notion de solution
classique, d’où la terminologie de solution faible.

Lemme 8.1. Soit u ∈ C1([0,∞)×R) avec u ∈ L∞([0,∞)×R). Alors u est une
solution classique de l’équation de Burgers (3.1) si et seulement si c’est une solution
au sens des distributions.

Proof. Sens direct. Par le calcul menant à (8.2), toute solution C1 ∩ L∞
classique est une solution au sens des distributions.

Sens indirect. Soit u une solution au sens des distributions. On va d’abord montrer
que u(0, x) = u0(x) en prenant des fonctions test ϕ bien choisies dans (8.2). Pour
ψ ∈ C∞c (R) on considère la fonction test ϕ(t, x) = ψ(x)χ(t/τ) où χ ∈ C∞c ([0,∞))
satisfait χ(0) = 1 et χ(s) = 0 pour s ≥ 1, et 1 ≥ τ > 0. On calcule alors chaque
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terme dans (8.2). Pour le premier,∫∫
[0,∞)×R

u∂tϕdtdx =

∫∫
[0,∞)×R

u(0, x)ψ(x)
1

τ
χ′(

t

τ
)dtdx

+

∫∫
[0,∞)×R

(u(t, x)− u(0, x))ψ(x)
1

τ
χ′(

t

τ
)dtdx

= I + II. (8.3)

En utilisant que
∫∞

0
1
τ χ
′( tτ )dt = −χ(0) = −1 par les propriétés de χ,

I = −
∫
R
u(0, x)ψ(x)dx. (8.4)

Il existe une constante C > 0 telle que pour x dans le support de ψ et 0 ≤ t ≤ 1,
on a |u(t, x)− u(0, x)| ≤

∫ t
0 |∂tu(s, x)|ds ≤ Ct. Donc

|II| ≤ C
∫∫

[0,∞)×R
|ψ(x)| t

τ
|χ′( t

τ
)|dtdx = Cτ

∫
R
ψdx

∫
[0,∞)

sχ′(s)ds→ 0 (8.5)

lorsque τ → 0. Pour le second terme dans (8.2),∣∣∣∣∣
∫∫

[0,∞)×R
u2∂xϕdtdx

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∫∫

[0,∞)×R
u2∂xψχ(

t

τ
)dtdx

∣∣∣∣∣
≤ ‖u‖2L∞

∫∫
[0,∞)×R

|∂xψ||χ(
t

τ
)|dtdx

= ‖u‖2L∞τ
∫

[0,∞)
|χ(s)|ds

∫
|∂xψ|dx → 0 (8.6)

lorsque τ → 0. En injectant (8.3), (8.4), (8.5) et (8.6) et ϕ(0, x) = ψ(x) dans (8.2)
et en passant à la limite τ → 0, on obtient

−
∫
R
u(0, x)ψ(x)dx = −

∫
R
u0(x)ψ(x)dx.

Puisque ceci est vrai pour tout ψ ∈ C∞c (R), alors u(0, x) = u0(x).
Alors en répétant le calcul (8.2) on a

∫∫
[0,∞)×R ϕ(∂u∂t +u∂xu)dtdx = 0 pour toute

fonction test ϕ. Donc ∂u
∂t + u∂xu = 0. Donc u est bien une solution classique de

l’équation de Burgers (3.1).
�

1.2. Solutions entropiques. On va constater par l’exercice 8.1 ci-dessous que
pour une même donnée initiale u0, il peut y avoir deux solutions au sens des distri-
butions. Cela n’est pas satisfaisant d’un point de vue physique car, l’équation étant
déterministe, on souhaiterait avoir unicité. On ajoute donc la condition supplé-
mentaire, dite "d’entropie", qui nous permettra d’établir l’existence et l’unicité de
solutions ultérieurement. Ce nom provient d’une analogie avec l’entropie physique.

Exercice 8.1. 1. Montrer que la fonction

u1(t, x) = 1(x ≤ t

2
)

est une solution de l’équation de Burgers au sens des distributions.

2. Montrer que les fonctions

u2(t, x) = 1(x ≥ t

2
)
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et

u3(t, x) =

 0 si x ≤ 0,
x
t si 0 ≤ x ≤ t,
1 si x ≥ t

sont des solution de l’équation de Burgers au sens des distributions.

3. Quelles sont les données initiales des fonctions u1, u2, et u3 ? En déduire
qu’il n’y a pas unicité pour les solutions au sens des distributions.

Remark 8.1. La solution u1 de l’exercice 8.1 est appelée une onde de choc. La
solution u3 est appelée une onde de raréfaction. Nous verrons que la solution u2

n’est pas une bonne solution : ce n’est pas une solution entropique.

Definition 8.2 (Solutions entropiques). On dit que u ∈ L∞([0,∞) × R) est
une solution entropique de l’équation de Burgers (3.1) si c’est une solution au sens
des distributions, et si de plus il existe C > 0 telle que

u(t, x+ z)− u(t, x) ≤ Cz(1 +
1

t
) (8.7)

pour presque tous (t, x) ∈ [0,∞)× R et z > 0.

L’intuition mathématique est que l’on souhaite que les solutions aient une pro-
priété de monotonie : seuls des sauts négatifs de gauche à droite en espace sont
permis. Un tel saut représente le fait que les particules à gauche de la discontinu-
ité, avançant à une vitesse plus rapide, rattrapent celles à droite. C’est la solution
u1 de l’exercice 8.1. En revanche, un saut positif est interdit : si un tel saut est
présent sur la donnée initiale, alors des particules de vitesse intermédiaire sont crées
instantanément pour t > 0. C’est pourquoi u3 dans l’exercice 8.1 est une solution
entropique, mais pas u2.

2. Existence par viscosité évanescente et formule de Lax-Oleinik

Nous allons mettre en oeuvre la construction de solutions faibles par la méthode
de viscosité évanescente. Pour cela, on approxime l’équation (3.1) par la même
équation augmentée d’un faible effet dissipatif :{

ut + uux = ε
2uxx, (t, x) ∈ (0,∞)× R

u(0, x) = u0(x) x ∈ R. (8.8)

avec ε > 0 petit. On va démontrer que les solutions de cette nouvelle équation (8.8)
ont une limite lorsque la viscosité disparaît ε → 0. Cela permettra d’obtenir par
passage à la limite pour (3.1) des solutions entropiques, qui seront définies pour
tout temps t > 0, et pour des données initiales avec de potentielles singularités.

2.1. Résolution du problème de Cauchy pour l’équation avec faible
viscosité. On remarque que u est une solution de (8.8) si et seulement si v(t, x) =
u( ε2 t,

ε
2x) est une solution{

vt + vvx = vxx, (t, x) ∈ (0,∞)× R
v(0, x) = u0( ε2x) x ∈ R. (8.9)

On peut donc résoudre (8.8) en utilisant les résultats du chapitre précédent.

Lemme 8.1. Soit u0 ∈ L∞(R) et ε > 0. Il existe une unique fonction u ∈
C∞((0,∞)× R) ∩ L∞([0,∞)× R)) avec u(t, x)→ u0(x) lorsque t ↓ 0 pour presque
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tout x ∈ R qui est une solution classique de l’équation de Burgers visqueuse (8.8)
sur (0,∞)× R. De plus, celle-ci s’écrit

u(t, x) =

∫
R u0(y)exp

(
−1
εU0(y)− (x−y)2

2εt

)
dy∫

R exp
(
−1
εU0(y)− (x−y)2

2εt

)
dy

. (8.10)

Proof. L’unique solution de (8.9) est donnée par le théorème 7.1, et s’écrit

v(t, x) =

∫
R u0( ε2y)exp

(
−1
εU0( ε2y)− (x−y)2

4t

)
dy∫

R exp
(
−1
εU0( ε2y)− (x−y)2

4t

)
dy

.

On obtient alors (8.10) en utilisant que u(t, x) = v(2
ε t,

2
εx) et en effectuant un

changement de variable dans les intégrales.
�

2.2. Analyse de la limite de viscosité évanescente. On remarque que
l’identité (8.10) peut s’écrire

u(t, x) =

∫
R
u0(y)dµε,t,x(y)

où

dµε,t,x(y) =
1∫

R e
− 1
ε
Ψt,x(ỹ)dỹ

e−
1
ε
Ψt,x(y)dy

avec

Ψt,x(y) = U0(y) +
1

2t
(x− y)2. (8.11)

Sous cette forme, la fonction Ψ est appelée phase. Pour tout t, x fixés, la mesure
µε,t,x(y) va se concentrer autour des points où la phase Ψt,x est minimale. Le résultat
suivant est appelé un résultat de phase stationnaire.

Lemme 8.2 (Phase stationnaire). Soit Ψ ∈ C(Rn) telle que Ψ(x) → ∞ lorsque
|x| → ∞ et e−Ψ ∈ L1(Rn), et telle que Ψ atteigne un unique minimum global en un
point x0 ∈ Rn. Alors pour tout f ∈ C(Rd) bornée on a

lim
ε→0

1∫
Rd e

− 1
ε
Ψ(x)dx

∫
Rd
f(x)e−

1
ε
Ψ(x)dx→ f(x0)

Proof. Pour tout δ > 0, il existe η(δ) > 0 tel que Ψ(x) ≤ Ψ(x0) + δ pour
|x− x0| ≤ η. On note alors m(δ) = min|x−x0|≥δ Ψ(x) > Ψ(x0). On décompose∫

Rd
e−

Ψ(x)−Ψ(x0)
ε dx =

∫
|x−x0|≤η

e−
Ψ(x)−Ψ(x0)

ε dx︸ ︷︷ ︸
I

+

∫
|x−x0|≥η

e−
Ψ(x)−Ψ(x0)

ε dx︸ ︷︷ ︸
II

.

Le premier terme est

I ≥ e−
δ
εVol(B(x0, η)).

Le second terme est

II ≤ e−
(1−ε)(m(δ)−Ψ(x0))

ε

∫
e−Ψ(x)−Ψ(x0). (8.12)
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On en déduit que
∫
Rd e

−Ψ(x)−Ψ(x0)
ε ≥ e−

δ
εVol(B(x0, η)) pour tout δ > 0. En combi-

nant cette inégalité pour un δ′ avec l’estimation pour le second terme (8.12)∫
|x−x0|≥η e

−Ψ(x)−Ψ(x0)
ε∫

Rd e
−Ψ(x)−Ψ(x0)

ε

≤ e
δ′−(1−ε)(m(δ)−Ψ(x0))

ε

∫
e−Ψ(x)−Ψ(x0)

Vol(B(x0, η(δ′)))
→ 0 (8.13)

en choisissant δ′ suffisament petit en fonction de δ. Cela implique∫
|x−x0|<η e

−Ψ(x)−Ψ(x0)
ε∫

Rd e
−Ψ(x)−Ψ(x0)

ε

= 1−

∫
|x−x0|≥η e

−Ψ(x)−Ψ(x0)
ε∫

Rd e
−Ψ(x)−Ψ(x0)

ε

→ 1. (8.14)

On décompose alors∫
Rd f(x)e−

1
ε
Ψ(x)∫

Rd e
− 1
ε
Ψ(x)

= f(x0)+

∫
|x−x0|≤η(f(x)− f(x0))e−

1
ε
Ψ(x)∫

Rd e
− 1
ε
Ψ(x)

+

∫
|x−x0|>η(f(x)− f(x0))e−

1
ε
Ψ(x)∫

Rd e
− 1
ε
Ψ(x)

En utilisant la continuité de f en x0 et (8.13) le deuxième terme tend vers 0 lorsque
η tend vers 0. En utilisant que f est bornée et (8.13) le troisième terme tend vers
0 lorsque ε tend vers 0. D’où le résultat du lemme.

�

Lemme 8.3. Soit u0 ∈ L∞(R). Pour presque tout (t, x) ∈ (0,∞)×R la fonction
Ψt,x atteint un unique minimum en un point Y (t, x). De plus, pour chaque t ∈
[0,∞), la fonction Y est croissante et a un nombre au plus dénombrable de points
de discontinuité.

Soit u0,n ∈ L∞(R) est une suite de fonctions bornée dans L∞(R) et qui converge
vers u0 dans L1 sur tout compact. Alors Yn converge vers Y presque surement sur
(0,∞)× R.

Proof. Pour chaque t > 0 et x ∈ R, la fonction Ψt,x tend vers ∞ à l’infini,
donc son minimum est bien défini. On pose

It,x = {y ∈ R, Ψt,x(y) = min
z∈R

Ψt,x(z)}

qui est un ensemble compact, et Y−(t, x) = min(It,x) et Y+(t, x) = max(It,x). Soient
x1 < x2 et y < Y+(t, x1). Par définition de Y+(t, x1) on a

Ψt,x2(y)−Ψt,x2(Y+(t, x1))

= Ψt,x2(y)−Ψt,x1(y) + Ψt,x1(y)−Ψt,x1(Y+(t, x1)) + Ψt,x1(Y+(t, x1))−Ψt,x2(Y+(t, x1))

=
1

2t
(x2 − x1) (x1 + x2 − 2y) + Ψt,x1(y)−Ψt,x1(Y+(t, x1))− 1

2t
(x2 − x1) (x1 + x2 − 2Y+(t, x1))

≥ 1

t
(x2 − x1)(Y+(t, x1)− y) > 0.

Donc Ψt,x2(y) > Ψt,x2(Y+(t, x1)) et on en déduit que Y−(t, x2) ≥ Y+(t, x1).
Ainsi

Y+(t, x2) ≥ Y−(t, x2) ≥ Y+(t, x1) ≥ Y−(t, x1).

Les fonctions x 7→ Y−(t, x) et y 7→ Y+(t, x) sont donc croissantes. En particulier,
elles ont un ensemble dénombrable D(t) de points de discontinuité.

On pose E l’ensemble des points (t, x) tels que Y+(t, x) = Y−(t, x) et on définit
la fonction Y sur E par Y (t, x) = Y+(t, x) (et donc Y (t, x) = Y−(t, x)). En tout
x2 ∈ Dc(t) les fonctions Y+ et Y− sont continues en x2 et en faisant tendre x1 vers
x2 on obtient que Y+(t, x2) ≥ Y−(t, x2) ≥ limx1↑x2 Y+(t, x1) = Y+(t, x2), et donc
Y+(t, x2) = Y−(t, x2). Donc pour tout t, on a (t, x) ∈ E pour presque tout x. En
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utilisant des arguments de théorie de la mesure standards, E est un ensemble de
mesure pleine de (0,∞) × R, et Y ainsi définie presque partout est mesurable sur
(0,∞)× R.

Soit u0,n ∈ L∞ convergeant vers u0 dans L1 sur tout compact. Puisque l’intersection
dénombrable d’ensembles de mesure pleine est un ensemble de mesure pleine, on a
que pour presque tout (t, x) ∈ (0,∞) × R, Ψt,x[u0] et Ψt,x[u0,n] pour tout n ∈ N
atteignent leur minimum en un point unique, Y (t, x) et Yn(t, x) respectivement.

Fixons un tel point (t, x) ∈ (0,∞) × R. Puisque la suite u0,n est bornée dans
L∞, on a qu’il existe C > 0 telle que Ψt,x[u0](y) ≥ −C|y| + (x−y)2

2t pour tout n.
Donc il existe R > 0 tel que

Ψt,x[u0,n](y) ≥ Ψt,x[u0](Y (t, x)) + 1 (8.15)

pour tout |y| ≥ R. Puisque u0,n → u0 dans L1([−R,R]), alors par la formule (8.11)
on a que Ψt,x[u0,n] converge uniformément sur [−R,R] vers Ψt,x[u0]. En particulier
Ψt,x[u0,n](Y (t, x)) → Ψt,x[u0](Y (t, x)). Donc par (8.15) pour n assez grand on a
Ψt,x[u0,n](y) > Ψt,x[u0,n](Y (t, x)) pour tout |y| ≥ R. Donc Ψt,x[u0,n] atteint son
minimum sur [−R,R].

Puisque Ψt,x[u0] est continue et atteint son minimum en un unique point Y (t, x),
pour tout ε > 0 il existe δ > 0 tel que Ψt,x[u0](y) ≥ Ψt,x[u0](Y (t, x)) + ε pour tout
|y−Y (t, x)| ≥ δ. Puisque Ψt,x[u0,n] converge uniformément sur [−R,R] vers Ψt,x[u0],
alors Ψt,x[u0,n](y) ≥ Ψt,x[u0,n](Y (t, x)) + ε

2 pour tout |y− Y (t, x)| ≥ δ pour n assez
grand. Donc Ψt,x[u0,n] atteint son minimum en un point à distance δ de Y (t, x).
Cela implique Yn(t, x)→ Y (t, x) comme désiré.

�

2.3. Existence de solutions entropiques.

Proposition 8.1. Soit u0 ∈ C(R) bornée. Alors il existe u ∈ L∞([0,∞) × R)
une solution entropique de l’équation de Burgers (3.1). De plus, pour tout t ≥ 0, les
points de discontinuité de u(t, ·) sont au plus dénombrable.

Cette solution satisfait de plus la formule de Lax Oleinik :

u(t, x) =
x− Y (t, x)

t
. (8.16)

Celle-ci est de plus obtenue comme limite de viscosité évanescente. Pour tout
ε > 0, soit uε la solution de l’équation de Burgers visqueuse (8.8) donnée par la
proposition 8.1. Alors uε(t, x) converge vers u(t, x) lorsque ε→ 0 pour presque tout
(t, x) ∈ [0,∞)× R.

Proof. Étape 1. Convergence de uε. Dans cette première étape, nous montrons
que uε converge presque partout vers la fonction

u(t, x) = u0(Y (t, x)). (8.17)

Il est à noter que cette formule définit bien une fonction u0(Y (t, x)) ∈ L∞((0,∞)×
R). Soit l’ensemble mesurable

E = {(t, x) ∈ (0,∞)× R, uε(t, x) converge vers u0(Y (t, x)) lorsque ε→ 0}.

Nous allons montrer que pour tout t > 0 fixé, on a que uε(t, x) converge vers u0(Y (t, x)
lorsque ε→ 0 pour presque tout x ∈ R. Cela impliquera alors que E est de mesure
pleine, et ainsi que uε(t, x) converge vers u0(Y (t, x)) presque partout sur (0,∞)×R
comme désiré.
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Soit donc t ∈ R. On rappelle que par la proposition 8.10

uε(t, x) =
1∫

Rd e
− 1
ε
Ψt,x(y)dy

∫
Rd
u0(y)e−

1
ε
Ψt,x(y)dy.

La fonction Ψt,x est continue, satisfait pour tout x ∈ R que Ψ(y) ∼ y2/(2t) lorsque
|y| → ∞, et donc e−Ψt,x ∈ L1(R). De plus, par le lemme 8.3, presque partout sur
(0,∞)×R, la fonction Ψt,x atteint un unique minimum en Y (t, x) sur R. Le lemme
8.2 implique alors que uε(t, x)→ u0(Y (t, x)) lorsque ε→ 0. Cela finit l’étape 1.

Étape 2. Formule de Lax-Oleinik. La fonction Ψt,x étant C1 et atteignant son
minimum en Y (t, x) on en déduit par (8.11)

0 = Ψ′t,x(Y (t, x)) = u0(Y (t, x))− x− Y (t, x)

t
.

Puisque u0(Y (t, x)) = u(t, x) cela donne

u(t, x) =
x− Y (t, x)

t
. (8.18)

On a ainsi pour z > 0

u(t, x+z)−u(t, x) =
x+ z − Y (t, x+ z)

t
− x− Y (t, x)

t
=
z + Y (t, x)− Y (t, x+ z)

t
.

Puisque Y est une fonction croissante on en déduit que u(t, x+ z)− u(t, x) ≤ z
t .

Étape 3. Propriétés de la fonction limite. Soit ϕ ∈ C∞c ([0,∞) × R). Pour tout
ε > 0, uε satisfait uε ∈ L∞(0,∞)× R) et donc∫∫

[0,∞)×R

(
uε∂tϕ+

1

2
u2
ε∂xϕ−

ε

2
uε∂xxϕ

)
dtdx = lim

T↓0

∫∫
[T,∞)×R

...

Puisque uε ∈ C∞((0,∞) × R) et que ϕ est à support compact, en intégrant par
parties∫∫

[T,∞)×R

(
uε∂tϕ+

1

2
u2
ε∂xϕ−

ε

2
uε∂xxϕ

)
dtdx

= −
∫
R
uε(T, x)ϕ(T, x)dx−

∫∫
[T,∞)×R

(
uε + uε∂xuε −

ε

2
∂xxuε

)
ϕdtdx

= −
∫
R
uε(T, x)ϕ(T, x)dx

où l’on a utilisé que uε est une solution de (8.8) pour la dernière égalité. Puisque
u(t, x) → u0(x) lorsque t → 0 pour presque tout x ∈ R et que u ∈ L∞, par
convergence dominée

lim
T→0

∫
R
uε(T, x)ϕ(T, x)dx =

∫
R
u0(x)ϕ(0, x)dx.

En combinant les trois identités ci-dessus∫∫
[0,∞)×R

(
uε∂tϕ+

1

2
u2
ε∂xϕ−

ε

2
uε∂xxϕ

)
dtdx = −

∫
R
u0(x)ϕ(0, x)dx.

Enfin, on remarque que ‖uε‖L∞((0,∞)×R) ≤ ‖u0‖L∞(R) est borné indépendemment
de ε par (8.10), et on rappelle que uε(t, x)→ u(t, x) presque partout par l’étape 1.
Donc,

lim
ε→0

∫∫
[0,∞)×R

(
uε∂tϕ+

1

2
u2
ε∂xϕ−

ε

2
uε∂xxϕ

)
dtdx =

∫∫
[0,∞)×R

(
u∂tϕ+

1

2
u2∂xϕ

)
dtdx.
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Ainsi,
∫∫

[0,∞)×R
(
u∂tϕ+ 1

2u
2∂xϕ

)
dtdx = −

∫
R u0(x)ϕ(0, x)dx. Donc u est bien une

solution au sens des distributions de l’équation de Burgers (3.1). Par l’étape 2 elle
vérifie la condition d’entropie. Donc u est une solution entropique.

�

Le théorème suivant est dû à Kruzkov. La preuve que nous en donnons en
utilisant une approximation visqueuse est cependant différente de la preuve qu’il a
proposée.

Theoreme 8.1 (Existence d’une solution entropique de l’équation de Burgers).
Soit u0 ∈ L∞ bornée. Alors il existe u ∈ L∞([0,∞)×R) une solution entropique de
l’équation de Burgers (3.1).

De plus, pour tout t ≥ 0 les points de discontinuité de u(t, ·) sont au plus dénom-
brable, et celle-ci est donnée par la formule de Lax-Oleinik

u(t, x) =
1

t
(x− Y (t, x)). (8.19)

Remark 8.2 (Formule de Lax-Oleinik). Lorsque la donnée initiale est continue
la solution est donnée par deux formules :

u(t, x) = u0(Y (t, x))

=
1

t
(x− Y (t, x)).

Lorsque la donnée initiale est seulement L∞ la première ligne ne fait plus forcément
sens mais la seconde si.

Proof. Soit u0,n une suite de fonctions continues, bornée dans L∞, et qui
converge vers u0 dans L1 sur tout compact. Une telle suite existe toujours par
densité des fonctions continues dans Lp pour tout 1 ≤ p <∞ (voir appendice de ce
cours). Soient Y et Yn les fonctions données par le lemme 8.3, et soit un la solution
correspondante donnée par la proposition 8.1.

Alors par (8.18) on a un(t, x) = x−Yn(t,x)
t . Par le lemme 8.3, on a que Yn converge

presque sûrement sur (0,∞)× R vers Y . Donc un converge presque sûrement vers
la fonction

u(t, x) =
x− Y (t, x)

t
.

De plus, pour tout n par (8.17) on a ‖un‖L∞((0,∞)×R) ≤ ‖u0,n‖L∞(R). Donc puisque
la suite un est bornée dans L∞ on a a la limite

u ∈ L∞((0,∞)× R).

Soit ϕ ∈ C∞c ([0,∞)×R). Alors puisque un est une solution au sens des distributions
de (3.1) on a∫∫

[0,∞)×R

(
un∂tϕ+

1

2
u2
n∂xϕ

)
dtdx = −

∫
R
u0,n(x)ϕ(0, x)dx.

En passant à la limite dans le membre de gauche par convergence dominée, et dans
le membre de droite puisque u0,n → u0 dans L1 sur le support de ϕ(0, ·) on obtient∫∫

[0,∞)×R

(
u∂tϕ+

1

2
u2∂xϕ

)
dtdx = −

∫
R
u0(x)ϕ(0, x)dx.

Donc u est bien une solution au sens des distributions. On peut également passer à
la limite presque sûrement dans l’inégalité (8.7) et obtenir que u vérifie la condition
d’entropie.

�
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2.4. Unicité des solutions entropiques.

Theoreme 8.3 (Unicité des solutions entropiques). Soit u0 ∈ L∞(R), et soient
u et v deux solutions entropiques de l’équation de Burgers (3.1) de même donnée
initiale u0. Alors u = v presque partout sur [0,∞)× R.

Proof. Étape 1. Équation au sens des distributions pour la différence. On
pose w = u− v, et b = 1

2(u+ v). On a alors :

u2 − v2 = 2bw.

Pour tout fonction test ϕ ∈ C∞c ([0,∞)× R) on a par (8.2)

0 =

∫∫
[0,∞)×R

(u− v)ϕt + (
u2

2
− v2

2
)ϕtdtdx

=

∫∫
[0,∞)×R

w(ϕt + bϕx)dtdx. (8.20)

Étape 2. Régularisation de l’équation pour la différence. Soit χ ∈ C∞c (R) une
fonction positive telle que

∫
R χ = 1, et χε(x) = 1

εχ(xε ). On pose alors uε(t, ·) =
χ(·) ∗ u(t, ·) et vε(t, ·) = χ(·) ∗ v(t, ·). Alors uε, vε sont C∞ par rapport à la variable
x, et

uε → u et vε → v presque partout sur [0,∞)× R lorsque ε ↓ 0.

Un rappel de ces propriétés est dans le lemme ?? de l’annexe. De plus, par la
condition d’entropie (8.7) on a

uεx(t, x) = lim
z↓0

1

z
uε(x+ z)− uε(x)

= lim
z↓0

1

z

∫
R

(uε(x+ z + y)− uε(x+ y))χε(y)dy

≤ lim
z↓0

1

z

∫
R
zC(1 +

1

t
)χε(y)dy

= C(1 +
1

t
).

On pose bεx = 1
2(uε + vε), et donc l’inégalité ci-dessus donne

bε ≤ C(1 +
1

t
). (8.21)

On décompose (8.20)

0 =

∫∫
[0,∞)×R

w(ϕt + bεϕx)dtdx+

∫∫
[0,∞)×R

w(b− bε)ϕxdtdx. (8.22)

Étape 3. Résolution du problème dual régularisé. Fixons T > 0 et une fonction
Ψ ∈ C∞c ((0, T )× R). On pose ϕε la solution de{

ϕεt + bεϕεx = Ψ sur (0, T )× R,
ϕε(T, x) = 0 sur R. (8.23)

Il existe en effet une unique solution qui est C∞ par rapport à x. L’équation ci-
dessus étant une équation de transport linéaire inhomogène, on peut appliquer la
méthode des équations caractéristiques vue dans la section 2 (voir aussi les exemples
des sous-sections 1.2 et 1.2). Pour (t, x) ∈ (0, T )×R les lignes caractéristiques sont
les solutions y(t) de {

y′(s) = bε(s, y(s)),
y(t) = x.
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On note y(t, x) pour marquer le fait que y est en position x au temps t. On peut
vérifier que le théorème de Cauchy-Lipschitz s’applique bien, et que y est C∞ par
rapport à la variable x. La solution de (8.23) est alors

ϕε(t, x) = −
∫ T

t
Ψ(s, y(s, x))ds. (8.24)

L’identité (8.22) devient

0 =

∫∫
[0,∞)×R

wΨdtdx+

∫∫
[0,∞)×R

w(b− bε)ϕεxdtdx. (8.25)

Étape 4. Borne pour ϕεx pour s ≤ t ≤ T ]. On affirme que pour tout s > 0 il existe
Cs > 0 indépendante de ε telle que

|ϕεx| ≤ Cs sur [s, T ]× R. (8.26)

Pour le démontrer, on va appliquer un raisonnement par principe du maximum,
similaire à celui de l’exercice 1.1. On commence par différencier (8.23) par rapport
à x pour obtenir l’équation satisfaite par ϕεx:{

∂tϕ
ε
x + bε∂xϕ

ε
x + bεxϕ

ε
x = Ψx sur (0, T )× R,

ϕεx(T, x) = 0 sur R. (8.27)

(on a écrit ∂xϕεx à la place de ϕεxx pour bien insister sur le fait que, de notre point de
vue, ϕεx est l’inconnue de cette équation). On pose a(t, x) = eλtϕεx(t, x) et l’équation
(8.27) devient{

∂ta+ bε∂xa+ (bεx − λ)a = eλtΨx sur (0, T )× R,
a = 0 sur R. (8.28)

Soit maintenant (t0, x0) un point où a atteint son maximum sur [s, T ]. Ce point
existe en effet, puisqu’en remarquant que bε est bornée et que Ψ est à support
compact, alors ϕε = 0 pour tout |x| assez grand et donc a = 0. Trois cas sont à
considérer :

• Si t0 = s. Alors puisque a atteint son maximum sur [0, T ] × R en (s, x0)
on a ax(s, x0) = 0 et at(s, x0) ≤ 0. Donc (8.28) donne

(bεx(s, x0)− λ)a(s, x0) ≥ eλsΨx(s, x0).

Puisque bε ≤ C(1 + 1
s ) par (8.21) alors (bεx − λ) ≤ −1 pour λ assez grand.

L’inégalité ci-dessus implique alors

max
[s,T ]×R

a = a(s, x0) ≤ eλsΨx(s, x0)

bεx(s, x0)− λ
≤ eλT ‖Ψx‖L∞ .

• Si t0 ∈ (s, T ). Alors on a ax(s, x0) = 0 et at(s, x0) = 0. Le même calcul
donne alors

max
[s,T ]×R

a =
eλt0Ψx(t0, x0)

bεx(t0, x0)− λ
≤ eT ‖Ψx‖L∞ .

• Si t0 = T . Alors a(t0, x0) = 0 par (8.28), et donc max[s,T ]×R a ≤ 0.

En combinant l’analyse de ces trois cas, on s‘aperçoit que max[s,T ]×R a ≤ eλT ‖Ψx‖L∞ .
Un calcul très similaire, en considérant un minimiseur de a, montre que min[s,T ]×R a ≥
−eλT ‖Ψx‖L∞ . Puisque a = eλtϕεx cela implique (8.26).
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Étape 5. Borne pour ϕεx pour 0 < t ≤ τ . On affirme qu’il existe une constante
L > 0 tel que pour tout t assez petit:∫

R
|ϕεx(t, x)|dx ≤ L. (8.29)

En effet, soit τ > 0 tel que Ψ = 0 pour t ≤ τ . Alors ϕε est constante le long des
caractéristiques par (8.24) :

ϕ(t, x) = ϕ(τ, y(τ, x)) pour tous (t, x) ∈ [0, τ ]× R.

Soient des points x0 < ... < xN et yi = y(τ, xi). Alors

N−1∑
i=0

|ϕ(t, xi+1)− ϕ(t, xi)| =
N−1∑
i=0

|ϕ(τ, yi+1)− ϕ(t, yi)|

Puisque les lignes caractéristiques ne s’intersectent pas par Cauchy-Lipschitz, on a
que y0 < ... < yN . En utilisant que∫

R
|fx|dx = sup

N∈N∗, x0<...<xN

N∑
i=0

|f(xi+1)− f(xi)|

on obtient alors ∫
R
|ϕεx(t, x)|dx ≤

∫
R
|ϕεx(τ, x)|dx ≤ C

où l’on a utilisé (8.26) et le fait que ϕε est à support compact pour la derniere
inégalité.

Étape 6. Fin de la preuve par dualité. Pour s > 0 on décompose (8.25) en

0 =

∫∫
[0,∞)×R

wΨdtdx+

∫∫
[0,s]×R

w(b− bε)ϕεxdtdx︸ ︷︷ ︸
I

+

∫∫
[s,T ]×R

w(b− bε)ϕεxdtdx︸ ︷︷ ︸
II

.

Puisque w ∈ L∞([0,∞)× R), ‖ϕεx‖L∞(([s,T ]×R) ≤ Cs et bε → b presque partout par
les étapes 2 et 4 on a par convergence dominée que

I → 0

lorsque ε → 0. Puisque ‖bε‖L∞([0,∞)×R) ≤ ‖b‖L∞([0,∞)×R) on a en utilisant (8.29)
que

|II| ≤
∫∫

[s,T ]×2‖w‖L∞‖b‖L∞R
|ϕεx|dtdx ≤ 2L‖w‖L∞‖b‖L∞τ → 0

lorsque τ → 0. En combinant, on obtient que

0 =

∫∫
[0,∞)×R

wΨdtdx.

Puisque cela est vrai pour toute fonction test Ψ ∈ C∞c ((0,∞) × R) on en conclut
que w = 0 comme désiré.

�
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3. Resolution auto-similaire en temps long pour les solutions
entropiques

Considérons la fonction suivante pour p, q ≥ 0 :

u(t, x) =

{
x
t pour − p

√
t ≤ x ≤ q

√
t,

0 pour x ∈ (−∞,−p
√
t) ∪ (q

√
t,∞).

Alors u est une fonction auto-similaire progressive, de la forme

u(t, x) =
1√
t
Ψp,q

(
x√
t

)
avec

Ψp,q(y) =

{
y pour − p ≤ y ≤ q,
0 pour y ∈ (−∞,−p) ∪ (q,∞).

(8.30)

Lemme 8.1 (Profil auto-similaire expanseur). Pour tous p, q ≥ 0, la fonction

1√
t
Ψp,q

(
x√
t

)
est une solution entropique de l’équation de Burgers (3.1) sur [t0,∞)×R pour tout
t0 > 0 dans le sens où pour toute fonction ϕ ∈ C∞c ([t0,∞)× R) on a∫∫

[t0,∞)×R

(
u∂tϕ+

1

2
u2∂xϕ

)
dtdx = −

∫
R

1√
t0

Ψp,q(
x√
t0

)ϕ(t0, x)dx.

Cela est une conséquence du lemme suivant.

Lemme 8.2. Soit u ∈ L∞([0,∞)×R), et γ1, ..., γN des courbes C1 ne s’intersectant
pas. On suppose que

(i) Solution classique en dehors des courbes de discontinuité. u ∈ C1([0,∞)×
R\ ∪N1 {(t, γi(t))}) et est une solution classique de l’équation de Burgers
(3.1) sur cet ensemble.

(ii) Condition entropique aux courbes de discontinuité. Pour tout t ≥ 0 on a
que les limites limh↑ u(t, γi(t)+h) et limh↓ u(t, γi(t)+h) sont bien définies,
avec

lim
h↑
u(t, γi(t) + h) ≥ lim

h↓
u(t, γi(t) + h).

(iii) Condition de Rankine-Hugoniot pour la propagation des singularités. Pour
tout 1 ≤ i ≤ N :

γ′i(t) =
1

2

(
lim
h↑
u(t, γi(t) + h) + lim

h↓
u(t, γi(t) + h)

)
.

Alors u est une solution entropique de l’équation de Burgers

Proof. La preuve est laissée en exercice. Indication : il suffit de savoir traiter le
cas d’une seule courbe de discontinuité N = 1 où l’on pourra utiliser des intégrations
par parties.

�

Preuve du lemme 8.1. La fonction u(t, x) = 1√
t
Ψ( x√

t
) a deux courbes de dis-

continuité en γ+(t) = q
√
t et en γ−(t) = −p

√
t. Pour x < γ−(t) et x > γ+(t), u est

bien une solution classique de l’équation de Burgers. Pour γ−(t) < x < γ+(t) on a
que

∂tu+ u∂xu =
−x
t2

+
x

t

1

t
= 0
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et donc u est aussi une solution classique. Enfin, aux courbes de discontinuités, on
a

γ′+ =
q

2
√
t

=
1

2
(
q√
t

+ 0) =
1

2
(lim
h↑0

u(t, γ+(t) + h) + lim
h↓0

u(t, γ+(t) + h))

et de même en γ−. Donc la condition de Rankine Hugoniot est vérifiée. La condition
d’entropie est également vérifiée. On obtient alors le résultat désiré en combinant
le lemme 8.2 et l’invariance par translation temporelle de l’équation (lemme 3.1.)

�

Theoreme 8.1 (Résolution auto-similaire des solutions faibles). Soit u0 ∈
L∞(R) à support compact. On pose1

p2 = −2 min
y∈R

∫ y

−∞
u0(x)dx ≥ 0,

q2 = 2 max
y∈R

∫ ∞
y

u0(x)dx ≥ 0. (8.31)

Alors

u(t, x) =
1√
t
Ψp,q

(
x√
t

)
+ v(t, x) (8.32)

avec, pour une constante C > 0,

‖v(t, ·)‖L1(R) ≤
C√
t
→ 0 lorsque t→∞. (8.33)

Remark 8.2. On vérifie par un changement de variable et un calcul explicite
que ‖ 1√

t
Ψp,q

(
·√
t

)
‖L1(R) = p2+q2

2 est indépendent du temps. La décomposition
(8.32) et la borne (8.33) assurent donc qu’à l’ordre principal, dans L1, u converge
vers Ψp,q.

Ce théorème rappelle la résolution auto-similaire des singularités obtenues dans
le théorème 3.1. Les deux régimes t ↑ T lorsque T est un temps singulier, et t→∞
pour une solution globale, sont ce que l’on appelle des régimes asymptotiques. On
a donc une propriété commune au comportement près des singularités et en temps
long : les solutions deviennent auto-similaire à l’ordre principal !

Proof. Étape 1. Borne uniforme sur u. On affirme qu’il existe C > 0 telle
que

|u(t, x)| ≤ C√
t

presque partout. (8.34)

En effet, on rappelle que par la formule de Lax-Oleinik (remarque 8.2)

u(t, x) =
x− Y (t, x)

t
(8.35)

où Y (t, x) est le minimiseur de la fonction

Ψt,x(y) = U0(y) +
(x− y)2

2t
.

On calcule qu’en y = x on a

Ψt,x(y) = U0(x) ≤
∫
|u0|,

1Comme u0 est à support compact,
∫ y
−∞ u0 = 0 pour y assez négatif, et

∫∞
y

u0 = 0 pour y

assez grand. Donc on a effectivement miny∈R
∫ y
−∞ u0(x)dx ≤ 0 et maxy∈R

∫∞
y

u0(x)dx ≥ 0.
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et que pour |y − x| > 2
√
t
∫
|u0| on a

Ψt,x(y) > U0(y) +
(2
√
t
∫
|u0|)2

2t
> −

∫
|u0|+ 2

∫
|u0| >

∫
|u0|.

Donc Y (t, x) ∈ [x − 2
√
t
∫
|u0|, x + 2

√
t
∫
|u0|]. Alors par (8.35) on a |u(t, x)| ≤

t−1|x− Y (t, x)| ≤ 2
√∫
|u0|√
t

ce qui démontre (8.34).

Étape 2. Localisation du support. On a que u0(x) = 0 pour tout |x| ≥ R car u0

est à support compact. On affirme qu’alors

u(t, x) = 0 pour x ∈ (−∞,−R− p
√
t) ∪ (R+ q

√
t,∞).

En effet, fixons x ≥ R+ q
√
t. Si y ≥ R on a de par le support compact de u0

U0(y) =

∫ y

0
u0(z)dz =

∫ ∞
0

u0(z)dz =: U+
0 .

Ainsi,

Ψt,x(y) = U+
0 +

(x− y)2

2t
≥ U+

0

avec égalité pour x = y. Si y < R alors

Ψt,x(y) = U0(y) +
(x− y)2

2t
> U0(y) +

(q
√
t)2

2t
= U0(y) +

q2

2
.

Soit y0 ∈ [−R,R] un point en lequel U0(y0) = minz∈R U0(z). Alors en écrivant
U0(z) =

∫∞
0 u0 −

∫∞
z u0 et en utilisant (8.31) on s’aperçoit que

min
z∈R

U0(z) = U+
0 −

q2

2
.

Donc U0(y) ≥ U+
0 −

q2

2 et alors

Ψt,x(y) > U+
0 −

q2

2
+
q2

2
> U+

0 .

Donc le minimum de Ψt,x est atteint en x, c’est-à-dire Y (t, x) = x. En utilisant
la formule de Lax-Oleinik (8.35) on trouve donc u = 0. Le cas x < −R − p

√
t est

similaire et nous l’omettons.

Étape 3. Borne sur Y dans la zone intérieure. Soit ε = A√
t
. Alors on affirme qu’il

existe A assez grand tel que pour tout t assez grand,

si x ∈
[
−R− p

√
t(1− ε), R+ q

√
t(1− ε)

]
alors |Y (t, x)| ≤ R. (8.36)

Nous allons d’abord démontrer ce résultat si p, q 6= 0. Puisque Y (t, ·) est une
fonction croissante d’après le lemme 8.3, alors il suffit de montrer que Y (t, x−) ≥ −R
et Y (t, x+) ≤ R pour x− = −R−p

√
t(1−ε) et x+ = R+q

√
t(1−ε). Nous montrons

ceci seulement pour x+ puisque la preuve pour x− est similaire.
On a vu à l’étape 2 que

Ψt,x+(y) ≥ U+
0 pour y ≥ R.

On rappelle que y0 ∈ [−R,R] est un point tel que U0(y0) = U+
0 −

q2

2 . Alors

Ψt,x+(y0) = U+
0 −

q2

2
+

(x+ − y0)2

2t
.
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Si q > 0, on calcule que

−q
2

2
+

(x+ − y0)2

2t
= −q

2

2
+

(R+ q
√
t(1− ε)− y0)2

2t

= −q2ε+
q2ε2

2
+

(R− y0)(R+ q
√
t(1− ε)− y0)

2t

≤ −q
2A√
t

+
q2A2

2t
+

2R(2R+ q
√
t)

2t

< 0

si A a été choisit tel que q2A > Rq, puis t a ensuite été choisi assez grand. Donc

Ψt,x+(y0) < U+
0 .

Donc le minimiseur de Ψt,x+ est ≤ R, ce qui signifie Y (t, x+) ≤ R comme désiré.
Cela démontre (8.36) si p, q 6= 0. Si l’un de ces deux nombres est nul, alors

par densité il existe une suite u0,n à support compact, bornée dans L∞(R), avec
u0,n → u0 dans L1, et pn, qn 6= 0. On applique alors le résultat précédent à u0,n, et
(8.36) s’obtient pour u par passage à la limite n→∞ grâce au Lemme 8.3.

Étape 4. Fin de la preuve. On pose v = u− 1√
t
Ψp,q(

x√
t
). On a par l’étape 2 et la

formule (8.30) que

v(t, x) = 0 pour x ≤ −R− p
√
t et x ≥ R+ q

√
t.

On a par l’étape 1 et la formule (8.30) que

|v(t, x)| ≤ C ′√
t

pour x ∈ [−R− p
√
t, x−] ∪ [x+, R+ q

√
t].

On a par l’étape 3, la formule de Lax-Oleinik (8.35) et (8.30) que pour

|v| =
∣∣∣∣x− Y (t, x)

t
− x

t

∣∣∣∣ ≤ R

t
pour x ∈ [x−, x+].

On d’ecompose donc

‖v‖L1 = ‖v‖L1((−∞,−R−p
√
t)∪(R+q

√
t,∞) + ‖v‖L1([−R−p

√
t,x−]∪[x+,R+q

√
t]) + ‖v‖L1[x−,x+]

≤ 0 + ‖C
′
√
t
‖L1([−R−p

√
t,x−]∪[x+,R+q

√
t]) + ‖R

t
‖L1[x−,x+]

=
C ′√
t

(
εp
√
t+ εq

√
t
)

+
R

t
(x+ − x−)

≤ C ′(p+ q)A√
t

+
R

t
(2R+ (p+ q)

√
t) ≤ C ′′′√

t

ce qui clôt la preuve du théorème.
�

3.1. Exercices.

Exercice 8.1. On considère l’équation de transport linéaire{
∂tu(t, x) + b(x)∂xu(t, x) = 0, t > 0 et x ∈ R,
u(0, x) = u0(x), x ∈ R. (8.37)

On fait l’hypothèse que b ∈ C1(R), et que les fonctions b et d
dxb sont bornées sur R.

Pour X ∈ R on note y(t,X) la solution de{
∂ty(t,X) = b(y(t,X)),
y(0, X) = X.

(8.38)
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On admet les résultats de l’exercice 2.3 : pour tout t ≥ 0 la fonction X 7→ y(t,X)
est un C1 difféomorphisme sur R et on note y−1(t, ·) son application inverse, et pour
u0 ∈ C1(R) il existe une unique fonction u ∈ C1([0,∞) × R) qui est une solution
classique de (2.20) qui est donnée par la formule :

u(t, x) = u0(y−1(t, x)). (8.39)

On définit les solutions de (8.37) au sens des distributions comme suit :

Définition : Pour u0 ∈ L∞(R), on dit que u ∈ L∞([0,∞)×R) est une solution
au sens des distributions de (2.20) si∫

[0,∞)×R
u(t, x)

(
∂tφ(t, x) +

d

dx
b(x)φ(t, x) + b(x)∂xφ(t, x)

)
dtdx = −

∫
R
u0(x)φ(0, x)dx

pour toutes les fonctions test φ ∈ C∞c ([0,∞) × R). Cet exercice démontrera le
résultat suivant :
Résultat : pour toute fonction u0 ∈ L∞(R) il existe une unique fonction u ∈
L∞([0,∞)×R) qui est une solution au sens des distributions de (2.20) et elle s’écrit
u(t, x) = u(y−1(t, x)).

(1) Soit u0 ∈ C1(R) et u ∈ C1([0,∞) × R) bornées. Montrer que u est une
solution classique de (8.37) si et seulement si c’est une solution au sens
des distributions de (8.37).

(2) Soit u0 ∈ L∞(R). Soit u0,n une suite de fonctions telle que u0,n ∈ C∞(R),
que (u0,n)n∈N est bornée dans L∞(R), et que u0,n(x)→ u0(x) lorsque n→
∞ pour presque tout x ∈ R. Soit un les solutions classiques correspondantes
de (8.37). Montrer que un est bornée dans L∞([0,∞)× R) et que

un(t, x)→ u0(y−1(t, x))

pour presque tout (t, x) ∈ [0,∞)× R.
(3) Soit u0 ∈ L∞(R). Montrer que la fonction u(t, x) = u0(y−1(t, x)) est une

solution au sens des distributions de (2.20).
(4) Soit ψ ∈ C∞c ([0,∞) × R). Soit T > 0 tel que ψ(t, x) = 0 pour tout t ≥ T

et x ∈ R. Montrer qu’il existe une solution classique de{
∂tφ(t, x) + b(x)∂xφ(t, x) + d

dxb(x)φ(t, x) = ψ(t, x), t > 0 et x ∈ R,
φ(T, x) = 0, x ∈ R.

qui s’écrit

φ(t, x) =

∫ t

T
exp

(∫ t′

t

d

dx
b(y(t′′, y−1(t, x)))dt′′

)
ψ(t′, y(t′, y−1(t, x)))dt′.

(5) Soit u une solution au sens des distributions de (8.37) pour u0 = 0. Mon-
trer que ∫

[0,∞)×R
u(t, x)ψ(t, x)dx = 0

pour toutes fonctions ψ ∈ C∞c ([0,∞)× R). En déduire que u = 0 presque
partout.

(6) Démontrer le résultat annoncé.

Exercice 8.2. Démontrer le lemme 8.2.
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Exercice 8.3. Pour u0 ∈ C1(R) bornée, on considère la solution classique
u ∈ C1([0, T ) × R) de l’équation de Burgers (3.1) et la solution entropique v ∈
L∞((0,∞)× R) du théorème 8.1 donnée par la formule (8.19). Montrer que

u(t, x) = v(t, x) pour (t, x) ∈ (0, T )× R.

Exercice 8.4. Soit u0 ∈ L∞(R).
• Montrer que Y défini dans le lemme 8.3 satisfait

|Y (t, x)− x| ≤ t‖u0‖L∞(R).

• Soient u0, v0 ∈ L∞(R) avec u0(x) = v0(x) pour presque tout x ∈ (a, b).
Posons c = max(‖u0‖L∞ , ‖v0‖L∞). Alors les solutions entropiques corre-
spondantes u et v de l’équation de Burgers (3.1) du théorème 8.1 données
par la formule (8.19) satisfont

u(t, x) = v(t, x) pour presque tout t <
b− a

2c
et x ∈ (a+ ct, b− ct).

On appelle cette propriété la vitesse de propagation finie.

Exercice 8.5. Soit u0 ∈ L∞(R) et u ∈ L∞([0,∞)×R) une solution au sens des
distributions de l’équation de Burgers (3.1). On suppose de plus que u est continue
sur [0,∞)× R et qu’il existe une fonction continue positive R telle que u(t, x) = 0
pour tout |x| ≥ R(t). Montrer que∫

R
u(t, x)dx =

∫
R
u0(x)dx pour tout t ∈ [0,∞).

On dit alors que la masse est une quantité conservée. (Indication : on pourra
essayer de trouver une suite de fonctions ϕn bien choisie dans (8.2))





CHAPTER 9

Outils d’analyse harmonique III : Décomposition de
Calderón-Zygmund et integrales singulières

Dans ce chapitre, on cherche à étudier des opérateurs définis comme la convo-
lution avec un noyau K. Si K ∈ L1(Rn) alors en appliquant l’inégalité de Young
(4.14) l’opérateur T donné par

T (u)(x) =

∫
Rn
K(y)u(x− y)dy

est bien défini pour toute fonction u ∈ Lp(Rn) pour 1 ≤ p ≤ ∞, et T est un
opérateur continu de Lp(Rn) dans Lp(Rn). Malheureusement, certains opérateurs
sont donnés par la convolution avec un noyau qui n’est pas L1. C’est le cas de la
transformée de Hilbert en dimension n = 1 :

H(u)(x) =
1

π
lim
ε→0

∫
|y|>ε

1

y
u(x− y)dy

et de la transformée de Riesz en dimension n :

Rj(u)(x) =
1

π|Bn−1|
lim
ε→0

∫
|y|>ε

yj
|y|n+1

u(x− y)dy

où |Bn−1| est le volume de la boule unité de Rn−1. Ces opérateurs apparaissent
fréquemment car ce sont des opérateurs d’ordre 0 (nous rencontrerons la transfor-
mée de Riesz au chapitre 11). Nous allons voir dans ce chapitre comment de tels
opérateurs, avec des noyaux presque dans L1 (puisque la fonction |x|−n est presque
dans L1(Rn)) agissent sur les espaces de Lebesgue.

Soit donc K une fonction définie sur Rn\{0} satisfaisant

sup
R>0

∫
R<|x|<2R

|K(x)|dx = A1 <∞. (9.1)

Cette condition est en particulier vérifiée si supx∈Rn |x|n|K(x)| <∞. Si l’on suppose
de plus qu’il existe une suite δj ↓ 0 telle que

lim
j→∞

∫
δj<|x|<1

K(x)dx = L ∈ R,

alors pour toutes fonction u ∈ C∞c (Rn), l’opérateur

T (u)(x) = lim
j→∞

∫
|y|>δj

K(y)u(x− y)dy

est bien défini. En effet, on remarque que pour δj < 1 on peut décomposer∫
|y|>δj

K(y)u(x− y)dy = u(x)

∫
δj<|y|<1

K(y)dy +

∫
δj<|y|<1

K(y)(u(x− y)− u(x))dy

+

∫
|y|>1

K(y)u(x− y)dy.

81
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Ainsi, en passant à la limite j →∞,

T (u)(x) = Lu(x) +

∫
|y|<1

K(y)(u(x− y)− u(x))dy +

∫
|y|>1

K(y)u(x− y)dy. (9.2)

On vérifie effectivement que la première intégrale converge absolument car |u(x −
y)− u(x)| ≤ C|y| puisque u ∈ C1 et donc en utilisant (9.1),∫
|y|<1

|K(y)(u(x− y)− u(x))|dy =
∑

k∈Z, k≤0

∫
2k−1<|y|<2k

|K(y)(u(x− y)− u(x))|dy

≤ C
∑

k∈Z, k≤0

∫
2k−1<|y|<2k

|K(y)||y|dy ≤ C
∑

k∈Z, k≤0

2k
∫

2k−1<|y|<2k
|K(y)|dy

≤ C
∑

k∈Z, k≤0

2kA1 = 2CA1.

La seconde intégrale converge aussi absolument en utilisant que u ∈ C∞c , (9.1), et
un calcul similaire.

On dira que, pour un noyau K satisfaisant la condition, un opérateur T est
représenté par le noyau K en dehors de l’origine si il s’écrit sous la forme (9.2).

1. Décomposition de Calderon-Zygmund

Un cube dyadique Q de Rn est un ensemble de la forme

Q = [2km1, 2
k(m1 + 1))× ...× [2kmn, 2

k(mn + 1))

pour m ∈ Zn et k ∈ Z. Ses côtés ont la même longueur 2k, son volume et 2kn, et son
centre est

(
2k(m1 + 1

2), ..., 2k(mn + 1
2)
)
. On remarque que siQ est un cube dyadique

de longueur 2k, alors Q contient exactement 2n cubes dyadiques de longueur 2k−1,
et est contenu dans un unique cube dyadique de longueur 2k+1. Également, si Q et
Q′ sont deux cubes dyadiques, alors soit Q et Q′ sont disjoints, soit un de ces deux
cubes est contenu à l’intérieur de l’autre.

Theoreme 9.1. Soit f ∈ L1(Rn) et α > 0. Alors on peut décomposer

f = g + b (9.3)

où g satisfait g ∈ L1 ∩ L∞ avec

‖g‖L1(Rn) ≤ ‖f‖L1(Rn) et ‖g‖L∞(Rn) ≤ 2nα. (9.4)

et où b =
∑

j bj, pour un nombre fini ou dénombrable de fonctions bj qui sont
supportées sur des cubes dyadiques disjoints Qj avec∑

j

|Qj | ≤
1

α
‖f‖L1 (9.5)

et qui satisfont ∫
bj(x)dx = 0 et

1

|Qj |

∫
|bj(x)|dx ≤ 2n+1α. (9.6)

Proof. Étape 1. L’algorithme de séléction. On commence par prendre k0 ∈ Z tel
que 2k0n ≥ α−1‖f‖L1 . On appelle les cubes dyadiques de longueur 2k0 les cubes de
génération 0, et ils satisfont

1

|Q|

∫
Q
|f(x)|dx ≤ α. (9.7)
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On divise chaque cube de génération 0 en 2n cubes de longueur 2k0−1, qu’on appelle
cubes de génération 1. Si Q est un cube de génération 1 tel que

1

|Q|

∫
Q
|f(x)|dx > α (9.8)

alors on le sélectionne. On note S1 l’ensemble des cubes de génération 1 sélectionnés.
On itère alors l’algorithme. Chaque cube de génération 1 qui n’a pas été sélectionné
est divisé en 2n cubes de longueur 2k0−2 qu’on appelle cubes de génération 2. Si un
cube de génération 2 satisfait (9.8) on le sélectionne, et on note S2 l’ensemble des
cubes de génération 2 sélectionnés. On construit ainsi de suite les ensembles Si des
cubes de génération i ∈ N. L’ensemble des cubes sélectionnés est dénombrable, et
on l’écrit sous la forme ∪i∈NSi = {Qj}j∈J avec J ⊂ N. On pose alors

bj(x) =

(
f(x)− 1

|Qj |

∫
Qj

f(y)dy

)
1Qj (x), (9.9)

b =
∑

j bj et g = f − b. On remarque que

g(x) =

{
f(x) si x /∈ ∪j∈JQj ,

1
|Qj |

∫
Qj
f(y)dy si x ∈ Qj pour un j ∈ J. (9.10)

Étape 2. Propriétés de la décomposition pour b. Soit Qj un cube sélectionné. Alors
la première identité de (9.6) découle directement de (9.9).

Puis par définition de l’algorithme, Qj a été obtenu en divisant un cube Q̃j de
longueur deux fois plus grande qui n’avait pas été sélectionné. En utilisant d’abord
que Qj ⊂ Q̃j et |Q̃j | = 2n|Qj |, puis en appliquant (9.7) à Q̃j on obtient

1

|Qj |

∫
Qj

|f(x)|dx ≤ 2n

|Q̃j |

∫
Q̃j

|f(x)|dx ≤ 2nα (9.11)

et donc ∣∣∣∣∣ 1

|Qj |

∫
Qj

f(y)dy

∣∣∣∣∣ ≤ 2nα. (9.12)

En injectant (9.11) et (9.12) dans (9.9), on en déduit

1

Qj

∫
|bj(x)|dx ≤ 1

Qj

∫
Qj

(
|f(x)|+

∣∣∣∣∣ 1

|Qj |

∫
Qj

f(y)dy

∣∣∣∣∣
)
dx ≤ 2n+1α

Cela démontre la seconde inégalité dans (9.6).
Ensuite, on remarque que les cubes sélectionnés sont disjoints par définition

de l’algorithme. Chaque cube sélectionné (9.8) satisfait |Qj | ≤ 1
α

∫
Qj
|f(x)|dx par

(9.8). En sommant,∑
j

|Qj | ≤
1

α

∑
j

∫
Qj

|f(x)|dx ≤ 1

α

∫
|f(x)|dx

ce qui démontre (9.5).

Étape 3. Propriétés de la décomposition pour g. Si x /∈ ∪j∈JQj , alors dans
l’algorithme aucun des cubes qui contiennent x n’a été sélectionné. Cela signifie
qu’il existe une suite de cubes dyadiques Q0 ⊃ Q1 ⊃ ... ⊃ Qm ⊃ ... tels que pour
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tout m ∈ N, Qm est un cube de génération m non sélectionné et x ∈ Qm. En ap-
pliquant le théorème de différentiation de Lebesgue, dans sa version avec des cubes
donnée par l’exercice 5.2, on a

f(x) = lim
m→∞

1

|Qm|

∫
Qm

f(y)dy

pour presque tout x /∈ ∪j∈NQj . Comme 1
|Qm|

∫
Qm |f(y)|dy ≤ α car Qm n’a pas été

sélectionné par (9.7), alors |f(x)| ≤ α. Donc |g(x)| = |f(x)| ≤ α par (9.10).
Si x ∈ Qj , alors par (9.10) et (9.12) on a |g(x)| =

∣∣∣ 1
|Qj |

∫
Qj
f(y)dy

∣∣∣ ≤ 2nα. En
combinant, on obtient ‖g‖L∞ ≤ 2nα ce qui est la deuxième inégalité de (9.4).

Enfin, on décompose par (9.10):∫
|g(x)|dx =

∫
(∪jQj)c

|g(x)|dx+

∫
∪jQj

|g(x)|dx

=

∫
(∪jQj)c

|f(x)|dx+
∑
j∈N

∣∣∣∣∣
∫
Qj

f(x)dx

∣∣∣∣∣ ≤
∫
|f(x)|dx

ce qui démontre la première inégalité de (9.4).
�

2. Opérateurs à noyaux singuliers

Sous quelles conditions un opérateur T associé à un noyau K est-il continu sur
Lp ? Le théorème suivant affirme que sous une hypothèse de régularité pour K
appelée condition d’Hörmander, alors s’il existe un p > 1 pour lequel cet opérateur
est continu sur Lp, alors il est continu pour tout p ∈ (1,∞). Ce résultat est pratique
: il suffira donc de vérifier la continuité sur un seul espace Lp pour l’obtenir sur tous.

Theoreme 9.1. Soit un opérateur T représenté par un noyau K satisfaisant
(9.1) en dehors de l’origine, i.e. sous la forme (9.2). On suppose que K satisfait la
condition dite d’Hörmander

sup
y 6=0

∫
|x|>2|y|

|K(x+ y)−K(x)|dx = A <∞ (9.13)

et on suppose de plus qu’il existe 1 < p ≤ ∞ tel que T est continu sur Lp avec
‖T (u)‖Lp ≤ B‖u‖Lp .

Alors pour tout q ∈ (1,∞), l’opérateur T est continu sur Lq avec

‖T (u)‖Lq ≤ C(n) max(q,
1

q − 1
)(A+B)‖u‖Lq (9.14)

où C(n) est une constante dépdendant seulement de la dimension, et T est continu
de L1 dans L1 faible avec

‖T (u)‖L1,∞ ≤ C(n)(A+B)‖u‖L1 . (9.15)

Proof. Dans la preuve, C désigne une constante qui peut changer d’une ligne
à l’autre, mais qui dépend ne dépend pas des fonctions en jeu.

Étape 1. Continuité de L1 dans L1,∞. Soit u ∈ L1. Soit α > 0. Soit γ > 0 qui
sera fixé plus tard. On applique la décomposition u = g + b du théorème 9.1 avec
paramètre γα. On a alors puisque |Tu| < |Tg|+ |Tb| que

|{x, |Tu(x)| > α}| ≤ |{x, |Tg(x)| > α/2}|+ |{x, |Tb(x)| > α/2}|. (9.16)
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Estimation des ensembles de niveaux pour g. Par (9.4) et l’inégalité de Hölder on
a g ∈ Lp avec ‖g‖Lp ≤ ‖g‖1/pL1 ‖g‖

1−1/p
L∞ ≤ ‖u‖1/p

L1 (2nγα)1−1/p. Par hypothèse du
théorème on a alors ‖Tg‖Lp ≤ CB‖u‖1/p

L1 (γα)1−1/p. En appliquant la proposition
4.2 on a donc

{x, |Tg(x)| > α/2} ≤ 1

(α2 )p
‖Tg‖pLp ≤

1

α
C2(n+1)pγp−1Bp‖u‖L1 . (9.17)

Estimation des ensembles de niveaux pour b. On rappelle que b =
∑
bj1Qj . Soit

Bj la boule de même centre que Qj , et de rayon
√
n`j où `j et la longueur d’une

arête de Qj . On a

{x, |Tb(x)| > α/2} = |{x ∈ ∪jBj , |Tb(x)| > α/2}|+|{x ∈ (∪jBj)c, |Tb(x)| > α/2}|.
(9.18)

Le premier terme est majoré par

|{x ∈ ∪jBj , |Tb(x)| > α/2}| ≤
∑
j

|Bj | ≤ C
∑
j

|Qj | ≤ C
γ−1

α
‖u‖L1 (9.19)

en utilisant (9.5) pour la dernière inégalité. Pour le deuxième on applique l’inégalité
de Bienaymé-Tchebychev :

|{x ∈ (∪jBj)c, |Tb(x)| > α/2}| ≤ 2

α

∫
x∈(∪jBj)c

|Tb(x)|dx

≤ 2

α

∑
j′

∫
x∈(∪jBj)c

|Tbj′(x)|dx

≤ 2

α

∑
j

∫
x∈Bcj

|Tbj(x)|dx (9.20)

Fixons maintenant j et yj le centre de Qj . Pour x ∈ Bc
j on a x /∈ Qj donc bj(x) = 0.

En utilisant (9.2) puis
∫
Qj
bj = 0 on écrit

Tbj(x) =

∫
Qj

K(x− y)bj(y)dy =

∫
Qj

(K(x− y)−K(x− yj))bj(y)dy.

Pour tout y ∈ Qj on a 2|y − yj | ≤
√
n`j et pour tout x ∈ Bc

j on a |x− yj | >
√
n`j ,

et donc 2|y − yj | < |x− yj |. Par Fubini,∫
x∈Bcj

|Tbj(x)|dx ≤
∫
y∈Qj

|bj(y)|
∫
x∈Bcj

|K(x− y)−K(x− yj)|dx

=

∫
y∈Qj

|bj(y)|
∫
|x|≥
√
n`j

|K(x+ yj − y)−K(x)|dx

≤
∫
y∈Qj

|bj(y)|
∫
|x|≥2|y−yj |

|K(x+ yj − y)−K(x)|dx

≤ A
∫
y∈Qj

|bj(y)|

où l’on a utilisé (9.13) pour la dernière inégalité. En injectant cette inégalité dans
(9.20) on a

|{x ∈ (∪jBj)c, |Tb(x)| > α/2}| ≤ 2

α
A
∑
j

∫
y∈Qj

|bj(y)| = 2

α
A‖b‖L1 ≤

4

α
A‖u‖L1

(9.21)
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où l’on a utilisé que ‖b‖L1 ≤ ‖u‖L1 +‖g‖L1 ≤ 2‖u‖L1 par (9.4) et (9.3). En injectant
(9.19) et (9.21) dans (9.18) on obtient

|{x, |T (x)| > α/2}| ≤ 1

α
C(γ−1 +A)‖u‖L1 (9.22)

Estimation des ensembles de niveaux pour u. En injectant (9.17) et (9.22) dans
(9.16), puis en choisissant γ = 2−(n+1)B−1 il vient

|{x, |Tu(x)| > α}| ≤ 1

α
C(2(n+1)pCγp−1Bp + γ−1 +A)‖u‖L1 ≤

1

α
C(B +A)‖u‖L1 .

Cela démontre (9.15).

Étape 2. Continuité de Lq dans Lq. Puisque T est continu de L1 dans L1,∞

avec (9.15) et de Lp dans Lp avec ‖Tu‖Lp ≤ B‖u‖Lp , en appliquant les théorèmes
d’interpolation de Marcienkiewicz et de Riesz-Thorin, sous la forme du résultat
énoncé dans l’exercice 4.2, on a pour tout 1 < q ≤ p que T est continu sur Lq avec

‖Tu‖Lq ≤ C(
1

q − 1
)

1
q (A+B)‖u‖Lq . (9.23)

En outre, on remarque par (9.2) que pour deux fonctions u et v, en faisant un
changement de variable, ∫

Tu(x)v(x)dx =

∫
u(x)T ∗v(x)

avec T ∗ l’opérateur représenté par le noyau K(−x) et même constante L. Le noyau
K(−x) satisfait aussi (9.13). Comme T est continu sur Lp, par dualité T ∗ est continu
sur Lp′ pour p′ l’exposant de Lebesgue conjugué de p avec ‖T ∗u‖Lp′ ≤ B‖u‖Lp′ . En
appliquant (9.23) à l’opérateur T ∗, on a pour tout 1 < q′ < p′ que T ∗ est continu sur
Lq
′ avec ‖T ∗u‖Lq′ ≤ C( 1

q′−1)
1
q′ (A + B)‖u‖Lq′ . Par dualité, pour tout p < q < ∞,

T est donc continu sur Lq avec

‖Tu‖Lq ≤ C(
1

q′ − 1
)

1
q′ (A+B)‖u‖Lq = C(q − 1)

q−1
q (A+B)‖u‖Lq . (9.24)

En combinant (9.23) et (9.24), et en utilisant que ( 1
q−1)

1
q ≤ max( 1

q−1 , q) et (q −

1)
q−1
q ≤ q, on obtient l’inégalité désirée (9.14).

�



CHAPTER 10

Outils d’analyse harmonique IV : Théorème des
multiplicateurs d’Hörmander Mihlin

1. Multiplicateurs de Fourier

Ajouter une introduction sur les multiplicateurs de Fourier. Donner
des exemples.

2. Théorème d’Hörmander-Mihlin

Pour un multi-index α ∈ Nn on écrit ∂αf = ∂α1
x1
...∂αnxn f et |α| = α1 + ... + αn.

On écrit bxc la partie entière d’un nombre réel.
Soit m une fonction à valeur complexes sur Rn. On dit que m satisfait la

condition de Mihlin s’il existe une constante A telle que m

|∂αm(ξ)| ≤ A|ξ|−|α| (10.1)

pour tout multi-index α avec |α| ≤ bn2 c + 1 et tout ξ ∈ Rn\{0}. On dit que m
satisfait la condition d’Hörmander s’il existe une constante A telle que

sup
R>0

R−n+2|α|
∫
R<|ξ|<2R

|∂αm(ξ)|2dξ ≤ A2. (10.2)

On remarque que si m satisfait la condition de Mihlin (10.1), alors m satisfait la
condition d’Hörmander (10.2) quitte à multiplier A par une constante qui ne dépend
que de la dimension. La condition d’Hörmander (10.2) est donc plus générale que
celle de Mihlin (10.1).

Theoreme 10.1. Soit m une fonction à valeur complexes sur Rn. On suppose
que m est une fonction bornée qui satisfait la condition d’Hörmander (10.2). Alors
l’opérateur

T (u) = F−1(m(ξ)F(u))

est continu sur Lp pour tout 1 < p <∞, et l’on a

‖T (u)‖Lp ≤ C(n) max(p,
1

p− 1
)(A+ ‖m‖L∞).

où C(n) est une constante dépendant de la dimension uniquement.

Proof. Dans la preuve, C désigne une constante qui peut changer de valeur
d’une ligne à l’autre mais qui dépend seulement de la dimension.

Étape 1. Partition dyadique en fréquence. Soit χ ∈ C∞c une fonction telle que
χ(ξ) = 0 si |ξ| ≤ 1/2 ou si |ξ| ≥ 2, et telle que

∑
j∈Z χ(2−jξ) = 1. On pose

χj(ξ) = χ(2−jξ), mj(ξ) = χj(ξ)m(ξ) et Kj = F−1(mj). Alors

m(ξ) =
∑
j∈Z

mj(ξ).

87
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Pour J ∈ N on pose (avec un léger abus de notation) mJ(ξ) =
∑J

j=−J mj(ξ),
KJ = F−1(mJ) et TJ(u) = F−1(mJF(u)). Alors KJ =

∑J
−J Kj , et puisque la

transformée de Fourier échange produit et convolution

Tj(u) = KJ ∗ u =
J∑
−J

Kj ∗ u.

Comme mj est une fonction bornée, à support compact, on a Kj ∈ C∞(Rn). De
plus, comme mj(0) = 0 on a ∫

Rn
Kj(x)dx = 0.

Étape 2. Continuité et approximation sur L2. Soit u ∈ L2. Alors par Parseval on
a

‖T (u)‖L2 = ‖F(T (u))‖L2 = ‖m(ξ)F(u)‖L2 ≤ ‖m‖L∞‖F(u)‖L2 = ‖m‖L∞‖u‖L2 .

Donc T est continu sur L2. De plus, on a de manière similaire par Parseval

‖TJ(u)− T (u)‖L2 = ‖(mJ −m)Fu‖L2 → 0

lorsque J → ∞ car mJ − m → 0 presque partout et Fu ∈ L2. Donc pour toute
fonction u ∈ L2, on a que

Tu = lim
J→∞

KJ ∗ u, (10.3)

la limite ayant lieu dans L2.

Étape 3. Estimation sur les noyaux Kj . On affirme qu’il existe C > 0 telle que∫
|Kj |(2−j |x|−1 + 2j |x|)1/4dx ≤ CA (10.4)

et
2j
∫
|∇Kj |(2−j |x|−1 + 2j |x|)1/4dx ≤ CA. (10.5)

pour tout j ∈ N. En effet, pour j = 0, on a pour tout multi-index |α| ≤ bn2 c+ 1, en
utilisant la formule de Leibniz pour la différentiation,

|∂αm0| = |∂αχm| ≤ C
∑

α1+α2=α

|∂α1χ||∂α2m|.

Donc, puisque χ(ξ) = 0 en dehors de l’anneau {1/2 < |ξ| < 2} et que χ est une
fonction C∞ on a∫

Rn
|∂αm0(ξ)|2dξ =

∫
1/2<|ξ|<2

|∂αm0(ξ)|2dξ ≤ C
∑
α2≤α

∫
1/2<|ξ|<2

|∂α2m|2dξ ≤ CA2.

(10.6)
où l’on a noté α2 ≤ α si α2,i ≤ αi pour i = 1, ..., n, et où l’on a utilisé (10.2) pour
la dernière inégalité. Soit n0 = bn2 c+ 1. Par Cauchy-Schwarz,∫
|K0(x)|(|x|−1 + |x|)1/4dx =

∫
(1 + |x|)n0 |K0(x)| |(|x|

−1 + |x|)1/4

(1 + |x|)n0
dx

≤
(∫

(1 + |x|)2n0 |K0(x)|2
) 1

2

(∫
Rn

|(|x|−1 + |x|)1/2

(1 + |x|)2n0
dx

) 1
2

≤ C
(∫

(1 + |x|2n0)|K0(x)|2
) 1

2
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où l’on a utilisé que (1 + |x|)2n0 ≤ C(1 + |x|2n0) pour une constante C > 0, et que
2n0−1/2 ≥ n+1/2 et donc la fonction |(|x|

−1+|x|)1/2

(1+|x|)2n0
est intégrable. Pour α ∈ Nn, on

note xα = xα1
1 × ...×xαnn . Alors 1+ |x|2n0 ≤ C

∑
|α|≤n0

x2α. Par Parseval, et puisque
la transformée de Fourier échange la multiplication par xi avec la différentiation ∂ξi ,∫

(1 + |x|2n0)|K0(x)|2 ≤ C
∑
|α|≤n0

∫
x2αK2

0 (x)dx = C
∑
|α|≤n0

∫
|∂αm0(ξ)|2dξ ≤ CA2

oú l’on a utilisé (10.6) pour la dernière inégalité. En combinant les deux inégalité
ci-dessous, on obtient ∫

|K0(x)|(|x|−1 + |x|)1/4dx ≤ CA.

Les estimations pour Kj s’obtiennent alors à partir de la même estimation que
pour K0 et d’un changement d’échelle. En effet, on pose K̃j(x) = 2−jKj(2

−jx) et
m̃j = FK̃j . Alors F(K̃j)(ξ) = χ(ξ)m(2−jξ). On vérifie alors par (10.2) que m̃j

satisfait la même estimation (10.6) que m0. Donc
∫
|K̃j(x)|(|x|−1 + |x|)1/4dx ≤ CA.

En changeant de variable, on obtient
∫
|Kj(x)|(2−j |x|−1 + 2j |x|)1/4dx ≤ CA. Cela

démontre (10.4). La démonstration de (10.5) est similaire.

Étape 4. Passage à la limite pour les noyaux. Nous affirmons que

lim
J→∞

∫
|x|<1

KJ(x)dx = L ∈ R (10.7)

qu’il existe une fonction mesurable K telle que KJ converge vers K presque partout,
et qu’il existe C > 0 telle que

sup
R>0

∫
R<|x|<2R

|KJ(x)|dx ≤ CA (10.8)

pour tout J ∈ N, et telle que

sup
y 6=0

∫
|x|>2|y|

|K(x+ y)−K(x)|dx ≤ CA. (10.9)

En particulier, par (10.8) et le lemme de Fatou on a

sup
R>0

∫
R<|x|<2R

|K(x)|dx ≤ CA (10.10)

Finir la preuve en utilisant la localisation (10.4) qui est plus précise que
Grafakos.

Étape 5. Fin de la preuve. Soit u ∈ C∞c (Rn). On a

TJ(u)(x) =

∫
KJ(y)u(x− y)dy

=

∫
|y|<1

KJ(y)u(x− y)dy +

∫
|y|>1

KJ(y)u(x− y)dy

=

(∫
|y|<1

KJ(y)dy

)
u(x) +

∫
|y|<1

KJ(y)(u(x− y)− u(x))dy +

∫
|y|>1

KJ(y)u(x− y)dy

On peut passer à la limite J → ∞ dans chacun de ces termes, en utilisant (10.3)
pour le membre de gauche, et pour le membre de droite (10.7) pour le premier
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terme, ainsi que u ∈ C∞c et que KJ converge vers K presque sûrement et la borne
uniforme (10.8) pour les second et troisième termes, ce qui donne

T (u)(x) = Lu(x) +

∫
|y|<1

K(y)(u(x− y)− u(x))dy +

∫
|y|>1

K(y)u(x− y)dy.

Cette identité est (9.2), c’est-à-dire que T est représenté par le noyauK en dehors de
l’origine. Comme T est continu sur L2 avec norme d’opérateur ‖m‖L∞ par l’étape
2, et que K satisfait la condition d’Hörmander (9.13) par (10.9), on peut appliquer
le théorème 9.1, ce qui donne le résultat désiré.

�



CHAPTER 11

Le problème de Cauchy pour le système de Keller-Segel

Dans ce chapitre, nous introduisons la dernière équation du cours. Celle-ci fait
intervenir conjointement tous les effets vus jusqu’alors, et contient des termes de
diffusion, de transport quasilinéaire et de réaction.

Le système de Keller-Segel est ut = ∆u−∇.(u∇Φu),
−∆Φu = u,
u(0, x) = u0(x)

(t, x) ∈ [0, T )× Rn (11.1)

d’inconnue le couple (u,Φu). On a utilisé la notation ∇.f = ∂x1f1 + ... + ∂xnfn
pour l’opérateur de divergence. C’est un modèle pour l’évolution d’une densité de
bactéries u. La première équation modélise deux effets simultanés : la diffusion
dans l’espace et le déplacement dans la direction du gradient de la concentration Φu

d’un marqueur chimique qu’elle relâche dans son environnement. En supposant que
la sécrétion du marqueur chimique est proportionnelle à la densité u, et que celui-
ci se diffuse si rapidement qu’il atteint une concentration d’équilibre, la deuxième
équation modélise la loi de Fick à l’équilibre pour sa concentration.

En développant la dérivée et en utilisant que −∆Φu = u, la première équation
devient

ut = ∆u+ u2 −∇Φu.∇u.
C’est donc une équation de la classe des équations d’advection-diffusion-reaction,
qui additionne des effets de diffusion linéaire vu au chapitre 1, de transport non
linéaire vu au chapitre 2, et de réaction par le terme u2. Les idées pour résoudre
le problème de Cauchy que nous allons développer seront formulées spécifiquement
pour (11.1), mais elles s’appliquent pour toutes les équations d’advection-diffusion-
reaction semi-linéaires.

1. Équation de Poisson sur l’espace entier

1.1. Formule de représentation. Pour résoudre le système de Keller-Segel
(11.1), on commence par résoudre la deuxième équation. Considérons en premier
l’équation de Laplace

−∆f = 0, x ∈ Rn.

Lemme 11.1 (Solution fondamentale du Laplacien). Pour n ≥ 2, la fonction

k(x) =


− 1

2π
log|x| en dimension n = 2,

1

n(n− 2)|Bd|
1

|x|n−2
en dimension n ≥ 3,

où Bn est la boule unité de Rn et |Bd| son volume, vérifie pour tout x 6= 0 que

∆k(x) = 0
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et pour toute fonction f ∈ C2(Rn), avec f et ses dérivées jusquà l’ordre 2 bornées

−
∫
Rn
k(x)∆f(x)dx = f(0). (11.2)

Remark 11.1. L’identité (11.2) s’écrit, au sens des distributions,

−∆k = δ

où δ désigne le delta de Dirac en l’origine. La fonction k est donc la fonction de
Green du Laplacien sur Rn. Nous avons déjà rencontré ce concept dans l’étude de
l’équation de la chaleur : le noyau de la chaleur K est la fonction de Green pour
l’opérateur de la chaleur ∂t −∆, voir la remarque 1.1.

Pour la preuve du Lemme, nous aurons besoin du théorème de la divergence.
Nous rappelons ce résultat, sans en donner la preuve, ci-dessous.

Lemme 11.2 (Théorème de la divergence). Soit Ω un ouvert borné de Rn tel
que sa frontière ∂Ω soit de régularité C1. Alors pour toute fonction vectorielle
f ∈ C1(Ω,Rn) on a ∫

Ω
∇.f(x)dx =

∫
∂Ω
f(x).~ν(x)dS

où ~ν(x) est le vecteur unité pointant vers l’extérieur de Ω et dS est la mesure de
surface sur ∂Ω.

Preuve du lemme 11.1. On rappelle que pour une fonction radiale f(x) =
f(r) avec r = |x| le Laplacien s’écrit

∆f(r) = ∂rrf +
n− 1

r
∂rf.

On a donc si n ≥ 3

∆

(
1

rn−2

)
= (n− 2)(n− 1)

1

rn
− n− 1

r
(n− 2)

1

rn−1
= 0.

D’autre part, ∆(ln r) = 0 si n = 2. Donc ∆k = 0.
Pour démontrer (11.2), on décompose pour ε > 0 :

−
∫
Rn
k(x)∆f(x)dx = −

∫
Rn\B(0,ε)

k(x)∆f(x)dx−
∫
B(0,ε)

k(x)∆f(x)dx

= I(ε) +R1(ε)

où B(0, ε) est la boule de rayon ε. Puisque ∆f est bornée on a pour le premier reste

|R1(ε)| ≤ C
∫
B(0,ε)

k(x)dx ≤
{
Cε2| ln ε| si n = 2,
Cε2 si n ≥ 3.

Par l’identité k∆f = ∇.(k∇f)−∇k.∇f on écrit

I(ε) =

∫
Rn\B(0,ε)

∇k(x).∇f(x)dx−
∫
Rn\B(0,ε)

∇.(k∇f)(x)dx

= J(ε) +R2(ε).

En utilisant le théorème de la divergence (Lemme 11.2) on a pour le second reste

R2(ε) = −
∫
S(0,ε)

k(x)∇f(x).~ν(x)dS



1. ÉQUATION DE POISSON SUR L’ESPACE ENTIER 93

où S(0, ε) est la sphère de rayon ε, et pour x ∈ S(0, ε), ~ν(x) = − x
|x| est son vecteur

normal pointant vers l’origine. Puisque ∇f est bornée,

|R2(ε)| ≤ C
∫
S(0,ε)

k(x)dS ≤
{
Cε| ln ε| si n = 2,
Cε si n ≥ 3.

Par l’identité ∇k.∇f = ∇.(f∇k)− f∆k, et puisque ∆k = 0, on a

J(ε) =

∫
Rn\B(0,ε)

∇.(f∇k)(x)dx.

En utilisant à nouveau le théorème de la divergence (Lemme 11.2)

J(ε) =

∫
S(0,ε)

f(x)∇k(x).~ν(x)dS.

Or ∇k(x) = − 1
n|Bn|

x
|x|n , et donc pour x ∈ S(0, ε) on a ∇k(x).~ν(x) = 1

n|Bn|εn−1 .
Puisque la surface de la sphere de rayon ε est précisément |S(0, ε)| = n|Bn|εn−1,

J(ε) =
1

|S(0, ε)|

∫
S(0,ε)

f(x)dS

est la moyenne de f sur la sphere S(0, ε). Comme f est continue en 0, J(ε)→ f(0)
lorsque ε→ 0. D’où (11.2).

�

Considérons maintenant l’équation de Poisson

−∆f = g, x ∈ Rn. (11.3)

Proposition 11.1 (Résolution de l’équation de Poisson). Soit u ∈ C2(Rn),
avec u et ses dérivées jusqu’à l’ordre deux bornées. Alors la fonction

Φu(x) =

∫
Rd
u(y)k(x− y)dy

=


− 1

2π

∫
R2

u(y)log|x− y|dy en dimension n = 2,

1

n(n− 2)|Bn|

∫
Rn

u(y)

|x− y|n−2
dy en dimension n ≥ 3,

(11.4)

est de classe C2 et vérifie pour tout x ∈ Rn

−∆Φu(x) = u(x). (11.5)

Proof. On a par un changement de variable Φu(x) =
∫
Rd u(x− y)k(y)dy. On

vérifie donc, puisque u est deux fois différentiable, que l’on peut appliquer deux fois
le théorème de différentiation sous le signe intégral, et obtenir ainsi que Φu ∈ C2(Rn)
avec

∂αΦu(x) =

∫
Rd

(∂αu(x− y)) k(y)dy.

pour tout multi-indice α ∈ Nn avec |α| ≤ 2. En particulier,

∆Φu(x) =

∫
Rd

∆u(x− y)k(y)dy.

En appliquant (11.2) avec la fonction f(y) = u(x− y),

−∆Φu(x) = u(x).

Ainsi, Φu est bien une solution de (11.5).
�
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1.2. Estimations sur les espaces de Lebesgues. La formule de représen-
tation (11.4) permet de résoudre l’équation de Poisson (11.3). Nous allons main-
tenant démontrer une estimation précise qui permet de borner ∇Φu en fonction de
u dans des espaces de Lebesgue. Le premier outil pour obtenir cette estimation est
l’injection de Sobolev.

Proposition 11.2 (Estimation pour l’équation de Poisson dans les espaces de
Lebesgue). Soit pour u ∈ C∞c (Rn), Φu donnée par la formule (11.4) et ∇Φu son
gradient. Alors pour tout 1 < p < n et q tel que q = pn

n−p ∈ ( n
n−1 ,∞) on a

‖∇Φu‖Lq(Rn) ≤ C‖u‖Lp(Rn) (11.6)

pour une constante C = C(n, p, q). En particulier, ∇Φu s’étend en une application
linéaire continue de Lp(Rn) dans Lq(Rn).

Pour démontrer la proposition 11.2, nous avons besoin des injections de Sobolev
rappelées ci-dessous.

Lemme 11.3 (Injection de Sobolev homogène). Pour 1 ≤ p < n on pose q = pn
n−p .

Alors il existe C > 0 telle que pour tout f ∈W 1,p(Rn) on a f ∈ Lq(Rn) avec

‖f‖Lq(Rn) ≤ C
n∑
j=1

‖ ∂

∂xj
f‖Lp(Rn). (11.7)

Proof. On rappelle l’inégalité usuelle de Sobolev : il existe C > 0 telle que

‖f‖Lq(Rn) ≤ C

‖f‖Lp(Rn) +
n∑
j=1

‖ ∂

∂xj
f‖Lp(Rn)

 (11.8)

pour tout f ∈ W 1,p(Rn). On va maintenant obtenir (11.7) par un argument de
redimensionnement. Pour λ > 0 on pose fλ(x) = f(x/λ) et on applique (11.8) à fλ
:

‖fλ‖Lq(Rn) ≤ C

‖fλ‖Lp(Rn) +

n∑
j=1

‖ ∂

∂xj
fλ‖Lp(Rn)

 (11.9)

On calcule par un changement de variable

‖fλ‖Lq = λ
n
q ‖f‖Lq .

Puisque ∂
∂xi
fλ(x) = 1

λ
∂
∂xi
f(x/λ) on a de même

n∑
j=1

‖ ∂

∂xj
fλ‖Lp(Rn) = λ

n
p
−1

n∑
j=1

‖ ∂

∂xj
f‖Lp(Rn).

L’inégalité (11.9) s’écrit donc ‖f‖Lq ≤ Cλ
n
p
−n
q ‖f‖Lp + Cλ

n
p
−n
q
−1∑n

j=1 ‖
∂
∂xj

f‖Lp ,
après division par λn/q. Or n

p −
n
q = 1, donc

‖f‖Lq ≤ Cλ‖f‖Lp + C

n∑
j=1

‖ ∂

∂xj
f‖Lp .

En faisant tendre λ vers 0, on obtient l’inégalité désirée (11.7).
�
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Preuve de la Proposition 11.2. On note par û la transformée de Fourier
d’une fonction u. On rappelle qu’elle échange dérivation et multiplication par les
coordonnées : ∂̂

∂xj
f(ξ) = iξj f̂(ξ). En particulier,

∆̂f(ξ) = −|ξ|2f̂(ξ).

Par (11.5) on a donc pour ξ 6= 0

Φ̂u(ξ) =
1

|ξ|2
û(ξ).

En différentiant, on obtient alors pour j = 1, ..., n,

∂̂xjΦu(ξ) =
iξj
|ξ|2

û(ξ)

et pour k = 1, ..., n,

̂∂2
xjxk

Φu(ξ) = −ξjξk
|ξ|2

û(ξ) =: mj,k(ξ)û(ξ).

On a par une estimation directe que pour tout l ∈ N∗ et α ∈ Nl avec |α| = l que

|∂αmj,k| ≤ Cl
1

|ξ||α|

pour une constante Cl dépendant seulement de l. Par le théorème 10.1 des multi-
plicateurs de Hörmander-Mihlin,

‖∂2
xjxk

Φu‖Lp . ‖u‖Lp . (11.10)

Revenons maintenant à la formule (11.4). Puisque u est à support compact, on a
en différentiant pour x loin de l’origine

|∇Φu(x)| ≤ C(n)

∫
Rn

|u(y)|
|x− y|n−1

dy .
1

|x|n−1
. (11.11)

Soit χ ∈ C∞c (Rn) une fonction de localisation, telle que χ(x) = 1 pour |x| ≤ 1
et χ(x) = 0 pour |x| ≥ 0. Pour i ∈ {1, ..., n} on pose alors χR(x) = χ(x/R), et
ΨR = χR∂xiΦu. Alors pour j ∈ {1, ...n}

∂xjΨR = ∂xjχR∂xiΦu + χR∂
2
xixjΦu.

Par l’injection de Sobolev homogene (11.7)

‖ΨR‖Lq(Rn) ≤ C
n∑
j=1

‖∂xjχR∂xiΦu‖Lp + C
n∑
j=1

‖χR∂2
xixjΦu‖Lp (11.12)

Par convergence dominée on a ΨR → ∂xiΦu dans Lq et χR∂2
xixjΦu → Φu dans Lp

lorsque R→∞. En combinant l’identité ∂xjχR(x) = R−1∂xjχ(x/R) et l’estimation
(11.11) on a

‖∂xjχR∂xiΦu‖Lp . ‖
1(R ≤ |x| ≤ 2R)

R|x|n−1
‖Lp

=
1

R
n(1− 1

p
)
‖1(1 ≤ |x| ≤ 2)

|x|n−1
‖Lp → 0

lorsque R → ∞ (où l’on a utilisé un changement de variable). Donc en laissant
R→∞ dans (11.12) on obtient

‖∂xiΦu‖Lq ≤ C
n∑
j=1

‖∂2
xixjΦu‖Lp .
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En estimant le membre de droite par (11.10), on obtient (11.6).
�

2. Résolution du problème de Cauchy dans les espaces de
Lebesgue

Nous cherchons maintenant à établir l’existence de solutions pour le système de
Keller-Segel (11.1). On remarque qu’étant donnée u, on peut résoudre la deuxième
équation grâce à la proposition 11.1. Ainsi, le système de Keller-Segel est réduit à
une unique équation d’évolution :

ut = ∆u−∇.(u∇Φu), Φu = k ∗ u. (11.13)

Par abus de langage, on parlera dorénavant simplement de la solution u, au lieu de
la solution (u,Φu).

Pour démontrer l’existence de solutions, nous allons d’abord considérer des solu-
tions dans un sens faible, dites solutions intégrales. Nous démontrerons par la suite
que celles-ci sont en fait régulières et que ce sont des solutions classiques. C’est
là un principe qui se retrouve souvent pour la résolution d’équations aux dérivées
partielles : il est plus facile de démontrer l’existence et l’unicité de solutions en un
sens affaibli dans un premier temps, puis de démontrer leurs propriétés de régularité
dans un second temps.

Definition 11.1. Soit 1 ≤ p ≤ ∞, u0 ∈ Lp(Rn) et T > 0. On dit que u est
une solution intégrale dans Lp(Rn) du système (11.1) si u ∈ C([0, T ], Lp(Rn)), si
∇Φu = ∇(k ∗ u), si S(t− ·)(∇.(u∇Φu)(·)) ∈ L1([0, t], Lp) pour tout t ∈ [0, T ] et si

u(t, ·) = S(t)u0 −
∫ t

0
S(t− s) (∇.(u∇Φu)(s, ·)) ds (11.14)

pour tout t ∈ [0, T ].

Dans quels espaces de Lebesgue peut-on s’attendre à ce que le problème de
Cauchy soit bien posé ? Une règle générale est de voir quelles limitations sont
imposées par les symétries de l’équation. Tous les faits suivants font l’objet de
l’exercice 11.2. Premièrement, Il existe une invariance d’échelle pour l’équation,
car si u est une solution, alors λ−2u(λ−2t, λ−1x) est aussi une solution, pour tout
λ > 0. Deuxièmement, on a que ‖λ−2u0(λ−1x)‖Lp = λn/p−2‖u0‖Lp , et donc que
‖λ−2u0(λ−1x)‖Lp → ∞ ou 0 si p > n/2 ou p < n/2. On dira que Lp est un
espace surcritique si p > n/2, critique si p = n/2, ou sous-critique si p < n/2.
Le calcul précédent montre que dans un espace surcritique, la concentration sur de
petites échelles d’espace λ conformément à l’invariance de l’équation implique que
la norme Lp tend vers∞. Dans un espace sous-critique, ce n’est pas le cas: on peut
avoir des données initiales très concentrées en gardant la norme Lp bornée. Puisque
pour une solution à l’échelle λ, l’échelle de temps caractéristique est λ2, alors des
solutions très concentrées (i.e. λ petit) évoluent très rapidement. Un espace sous-
critique permet d’avoir des données initiales à des échelles d’espace arbitrairement
petites, et donc des solutions qui évoluent arbitrairement rapidement en temps. La
topologie de ces espaces ne permet donc pas de contrôler l’évolution temporelle. On
s’attend donc à ce que l’équation soit mal posée dans les espaces sous-critiques. Un
énoncé précis fait l’objet de l’exercice 11.2.

En l’absence d’autres obstructions, on s’attend par contre pour les mêmes raisons
formelles à ce que l’équation soit bien posée dans les espaces surcritiques. Cela est
vrai et fait l’objet du théorème suivant.
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Theoreme 11.1. Si n2 < p < n, alors pour u0 ∈ Lp(Rn) il existe T0(‖u0‖Lp) > 0
et une unique solution intégrale u dans Lp du système de Keller-Segel sur [0, T0(‖u0‖Lp)].

De plus, si v0 ∈ Lp, alors pour R = max(‖u0‖Lp , ‖v0‖Lp) on a pour tout 0 ≤
t ≤ T0(R) que

‖u(t)− v(t)‖Lp ≤ 2‖u0 − v0‖Lp .

Remark 11.2. Le théorème ci-dessus peut être étendu à l’espace critique p = n
2

en dimension n ≥ 3. En revanche, il ne peut pas être étendu aux espaces sous-
critiques. Cette extension est faite dans l’exercice 11.4.

Pour démontrer le théorème, on remarque que dans (11.14) apparait le terme
S(t − s)(∇.(u∇Φu(s))). Pour s fixé, cette fonction est la solution de l’équation de
la chaleur sur [s,∞) qui vaut ∇.(u∇Φu(s)) en t = s. Nous aurons besoin du lemme
suivant qui estime sa taille dans les espaces de Lebesgue.

Lemme 11.1. Soit n ≥ 2, et n
2 < p < n et q > n

2 . Alors il existe C > 0 telle que
si u ∈ Lp et v ∈ Lq on a que S(t)(∇.(v∇Φu)) ∈ Lr pour tout (1

p + 1
q −

1
n)−1 ≤ r ≤ ∞

avec
‖S(t)(∇.(v∇Φu))‖Lr ≤

C

t
n
2

( 1
p

+ 1
q
− 1
r
− 1
n

)+ 1
2

‖u‖Lp‖v‖Lq . (11.15)

Proof. Par la Proposition 11.2, pour u ∈ Lp on a ∇Φu ∈ La pour 1
a = 1

p −
1
n

avec
‖∇Φu‖La ≤ C‖u‖Lp .

Donc par l’inégalité de Hölder v∇Φu ∈ Lb pour 1
b = 1

p + 1
q −

1
n avec

‖v∇Φu‖Lb ≤ ‖v‖Lq‖∇Φu‖La ≤ C‖u‖Lp‖v‖Lq .
Par la proposition 1.1, on rappelle que S(t)f = K(t) ∗ f . Puisque (∂xiK(t)) ∗ f =
K(t) ∗ (∂xif) on a S(t)(∇.(v∇Φu)) = ∇.(S(t)(v∇Φu)). En utilisant cette identité,
et le lemme 6.13 des estimations du semi-groupe de la chaleur sur les espaces de
Lebesgue, tel qu’énoncé dans la variante (6.18), on a S(t)(∇.(v∇Φu)) ∈ Lr pour
tout r ≥ b avec

‖S(t)(∇.(v∇Φu))‖Lr ≤
C

t
n
2

( 1
b
− 1
r

)+ 1
2

‖v∇Φu‖Lb ≤
C

t
n
2

( 1
p

+ 1
q
− 1
n
− 1
r

)+ 1
2

‖u‖Lp‖v‖Lq .

Cela démontre le résultat.
�

Preuve du théorème 11.1. Dans ce qui suit, C > 0 désigne une constante
indépendante des autres paramètres, dont la valeur exacte peut changer d’une ligne
à l’autre.

Étape 1. Mise en place du problème de point fixe. Pour 0 < T ≤ 1 on définit
l’espace de Banach X = C([0, T ], Lp) de norme

‖v‖X = sup
t∈[0,T ]

‖v(t, ·)‖Lp(Rn).

On écritBX(2‖u0‖Lp) la boule deX de rayon 2‖u0‖Lp . On considère alors l’application

Φ(v)(t) = S(t)u0 +

∫ t

0
S(t− s)

(
v2(s)

)
ds. (11.16)

On va construire une fonction u qui est un point fixe de Φ dans BX(2‖u0‖Lp) pour
T assez petit, ce qui donnera l’existence de la solution intégrale recherchée.

Étape 2. Preuve que Φ : BX(2‖u0‖Lp) → BX(2‖u0‖Lp). Nous affirmons que si
T est assez petit, alors Φ : BX(2‖u0‖Lp) → BX(2‖u0‖Lp). Cette affirmation est
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une conséquence de l’estimation (11.18), et de la propriété de continuité que nous
montrons ci-dessous. On se fixe maintenant un élément v ∈ BX(2‖u0‖Lp).

Preuve de la borne Lp. En appliquant (11.15) avec les exposants q = r = p,

‖S(t− s)(∇.(v(s)∇Φv(s)))‖Lp ≤
C

(t− s)
n
2

( 1
p

+ 1
p
− 1
p
− 1
n

)+ 1
2

‖v(s)‖2Lp ≤
C

(t− s)
n
2p

‖v‖2X .

On estime alors en faisant le changement de variable s = τt∥∥∥∥∫ t

0
S(t− s)

(
∇.(v(s)∇Φv(s))

)
ds

∥∥∥∥
Lp
≤
∫ t

0
‖S(t− s)

(
∇.(v(s)∇Φv(s))

)
‖Lpds

≤ C‖v‖2X
∫ t

0

ds

(t− s)
n
2p

= C‖v‖2Xt
1− n

2p

∫ 1

0

dτ

(1− τ)
n
2p

≤ C‖v‖2Xt
1− n

2p

(11.17)

où l’on a utilisé pour la dernière inégalité que n
2p < 1 et donc

∫ 1
0

dτ

(1−τ)
n
2p
< ∞. En

injectant l’estimation (6.13) pour S(t) : Lp → Lp et (11.17) dans (11.16) on a alors
Φ(v)(t) ∈ Lp avec

‖Φ(v)(t)‖Lp ≤ ‖S(t)u0‖Lp +

∥∥∥∥∫ t

0
S(t− s)

(
v2(s)

)
ds

∥∥∥∥
Lp
≤ ‖u0‖Lp + C‖v‖2Xt

1− n
2p .

Donc comme 0 ≤ t ≤ T et ‖v‖X ≤ 2‖u0‖Lp on a

‖Φ(v)(t)‖Lp ≤ ‖u0‖Lp + C‖u0‖2LpT
1− n

2p ≤ 2‖u0‖Lp pour 0 < t ≤ T. (11.18)

pour T assez petit pour que C‖u0‖LpT 1− n
2p ≤ 1.

Preuve de la continuité [0, T ]→ Lp. On fixe un t0 ∈ (0, T ), et on va montrer la

continuité en t0. Soit ε > 0. Soit η > ν > 0 et t ∈ [t0 − ν, t0 + ν]. On décompose
(11.16) en utilisant la propriété (iii) de la définition 6.1

Φ(v)(t) = S(t)u0 + S(t− t0 + η)

∫ t0−η

0
S(t0 − η − s)∇.(v∇Φv)ds+

∫ t

t0−η
S(t− s)∇.(v∇Φv)ds

Φ(v)(t0) = S(t0)u0 + S(η)

∫ t0−η

0
S(t0 − η − s)∇.(v∇Φv)ds+

∫ t0

t0−η
S(t− s)∇.(v∇Φv)ds.

On obtient alors l’expression suivante pour la différence

Φ(v)(t)− Φ(v)(t0) = S(t)u0 − S(t0)u0

+ (S(t− t0 + η)− S(η))

∫ t0−η

0
S(t0 − η − s)∇.(v∇Φv)(s)ds

+

∫ t

t0−η
S(t− s)∇.(v∇Φv)(s)ds

−
∫ t0

t0−η
S(t0 − s)∇.(v∇Φv)(s)ds

= I + II + III + IV

On estime III par un calcul très similaire à (11.17), qui donne∥∥∥∥∫ t

t0−η
S(t− s)∇.(v∇Φv)(s)ds

∥∥∥∥
Lp
≤ C‖v‖2X

∫ t

t0−η

ds

(t− s)
n
2p

≤ C‖u0‖2Lpt
1− n

2p

∫ 1

t0−η
t

dτ

(1− τ)
n
2p

.
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On a que t0−η
t → 1 lorsque η tend vers 0. On choisit donc η assez petit pour que

‖III‖Lp ≤ ε
3 . Le terme IV peut être estimé de la même manière, et donc on a

aussi ‖IV ‖Lp ≤ ε
3 pour η assez petit. Enfin, on a que I → 0 et II → 0 dans Lp

lorsque t→ t0 par la propriété (iv) de la définition 6.1. Donc en choisissant ν assez
petit, ‖I + II‖Lp ≤ ε

3 . En combinant, on trouve ‖Φ(v)(t) − Φ(v)(t0)‖Lp ≤ ε pour
tout t ∈ [t0 − ν, t0 + ν]. Cela démontre la continuité à valeur dans Lp en t0. La
continuité en t0 = 0 et en t0 = T se démontre d’une manière similaire, et donc
Φ(v) ∈ C([0, T ], Lp).

Étape 3. Preuve que Φ est une contraction sur BX(2‖u0‖Lp). On se donne deux
éléments u, v ∈ BX(2‖u0‖Lp). Alors par (11.16),

Φ(v)(t)− Φ(u)(t) =

∫ t

0
S(t− s) (∇.(v∇Φv(s))) ds−

∫ t

0
S(t− s) (∇.(u∇Φu(s))) ds

=

∫ t

0
S(t− s)∇. ((v − u)∇Φv(s) + u∇Φv−u(s)) ds

où l’on a utilisé la linéarité de S(t) et de Φ. On effectue maintenant un calcul très
similaire à la preuve de la borne Lp à l’étape 2. En appliquant (11.15) avec les
exposants p = q = r,

‖S(t− s)∇.((v − u)∇Φv)‖Lp ≤
C

(t− s)
n
2p

‖v(s)‖Lp‖v(s)− u(s)‖Lp

≤ C

(t− s)
n
2p

‖v‖X‖v − u‖X .

De même, ‖S(t − s)∇.(u∇Φv−u(s))‖Lp ≤ C

(t−s)
n
2p
‖u‖X‖v − u‖X . En effectuant le

même calcul que pour (11.17),∥∥∥∥∫ t

0
S(t− s)∇. ((v − u)∇Φv(s) + u∇Φv−u(s)) ds

∥∥∥∥
Lp

≤ C(‖u‖X + ‖v‖X)‖u− v‖X
∫ t

0

ds

(t− s)
n
2p

≤ C(‖u‖X + ‖v‖X)‖u− v‖Xt1−
n
2p

Donc, comme u, v ∈ BX(2‖u0‖Lp) on a∥∥∥∥∫ t

0
S(t− s) (∇.(v∇Φv(s))) ds−

∫ t

0
S(t− s) (∇.(u∇Φu(s))) ds

∥∥∥∥
Lp

≤ C(‖u‖X + ‖v‖X)‖u− v‖Xt1−
n
2p ≤ CT 1− n

2p ‖u0‖Lp‖u− v‖X ≤
1

2
‖u− v‖X

(11.19)

si T est assez petit pour que CT 1− n
2p ‖u0‖Lp ≤ 1

2 . Donc ‖Φ(u)−Φ(v)‖X ≤ 1
2‖u−v‖X ,

et Φ est une contraction.

Étape 4. Fin de la preuve. Par les étapes 2 et 3, Φ est une contraction sur
BX(2‖u0‖Lp). Donc Φ admet un unique point fixe u par le théorème de Banach.
On de plus que u satisfait que s 7→ S(t− s)∇.(u∇Φu)(s) ∈ L1([0, t], Lp) pour tout
t ∈ [0, T ] par le calcul menant à (11.17) et que u satisfait (11.14) car Φ(u) = u.
Donc u est bien une solution intégrale du système de Keller-Segel.

En remarquant que toute solution intégrale est un point fixe de Φ si T est assez
petit, l’unicité des solutions intégrales découle de l’unicité du point fixe de Φ.

Finalement, soient u0, v0 ∈ Lp et R = max(‖u0‖Lp , ‖v0‖Lp) et u et v les deux
solutions intégrales sur [0, T (R)] correspondantes. Soit X l’espace associé au temps
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T (R). Alors ‖u‖X ≤ 2R et ‖v‖X ≤ 2R de par la construction précédente. On a

u(t)−v(t) = S(t)u0−S(t)v0+

∫ t

0
S(t−s) (∇.(u∇Φu(s))) ds−

∫ t

0
S(t−s) (∇.(v∇Φv(s))) ds.

Comme par (6.13) on a ‖S(t)u0 − S(t)v0‖X ≤ ‖u0 − v0‖Lp et par (11.19) on a∥∥∥∥∫ t

0
S(t− s) (∇.(u∇Φu(s))) ds−

∫ t

0
S(t− s) (∇.(v∇Φv(s))) ds

∥∥∥∥
Lp
≤ 1

2
‖u− v‖X

on en déduit que ‖u−v‖X ≤ ‖u0−v0‖Lp+ 1
2‖u−v‖X , et donc ‖u−v‖X ≤ 2‖u0−v0‖Lp

comme désiré.
�

3. Régularisation parabolique

Proposition 11.1. Soit u une solution donnée par le théorème 11.1. Alors
u ∈ C∞((0, T )×Rn), et pour tout 0 < t0 < T , u et toutes ses dérivées sont bornées
sur [t0, T ]× Rn. De plus, u est une solution classique de (11.1) sur (0, T ]× Rn.

La preuve de la proposition repose sur des gains d’intégrabilités et des gains de
réglarités qui font l’objet des deux sous-sections suivantes. Ces gains sont appelés
paraboliques car ils sont dus à l’effet de diffusion de l’équation.

3.1. Gain d’intégrabilité.

Proposition 11.2. On suppose que u est une solution intégrale dans Lp pour
un n

2 < p < n et que de plus u ∈ C([0, T0], Lq) pour un q > n
2 .

• Si 1
q + 1

p −
2
n ≥ 0, alors pour tout q ≤ r < (1

q + 1
p −

2
n)−1 on a u ∈

C((0, T0], Lr). On utilise la convention que (1
q+ 1

p−
2
n)−1 =∞ si 1

q+ 1
p−

2
n =

0.
• Si 1

q + 1
p −

2
n < 0 alors pour tout q ≤ r ≤ ∞ on a u ∈ C((0, T0], Lr).

Corollaire 11.1. Si n
2 < p < n, et u est une solution intégrale dans Lp du

système de Keller-Segel, alors u ∈ C((0, T ], L∞(Rn))).

L’idée de la preuve du corollaire est d’appliquer la proposition 11.2 itérative-
ment. On appelle une telle technique un bootstrap d’intégrabilité parabolique.

Preuve du corollaire. On pose α = 2
n −

1
p et β = 1

2 + 1
2(1−pα) . Alors

1
p > α > 0 car n

2 < p < n et donc β > 1. On a également 1
β > 1 − αp. On vérifie

alors que pour tout p ≤ q ≤ α−1, l’exposant r = βq satisfait

q ≤ r = βq < (
1

q
+

1

p
− 2

n
)−1 = (

1

q
− α)−1.

En appliquant la proposition 11.2, u ∈ C((0, T ], Lq1(Rn)) avec q1 = βp. Si q1 ≥
1/α on s’arrète. Si q1 < 1/α, alors on applique une nouvelle fois le lemme 11.2 mais
avec l’exposant q = q1, et on obtient u ∈ C((0, T ], Lq2(Rd)) avec q2 = βq1 = β2p. Si
q2 < 1/α, on itère une nouvelle fois cette procédure. Au bout de la k-ième itération
on a obtenu que u ∈ C((0, T ], Lqk(Rd)) pour un exposant qk = βkp. En un nombre
fini d’itérations, on obtient bien qk ≥ 1/α.

On applique alors le lemme 11.2 avec l’exposant qk, et on obtient u ∈ C((0, T ], L∞(Rn))).
�
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Preuve de la proposition 11.2. .
On écrit u = v + w avec v = S(t)u0(·) et w =

∫ t
0 S(t − s) (∇.(u∇Φu)(s, ·)) ds.

On écrit ‖f‖X = sup[0,T ] ‖f(t)‖Lp + sup[0,T ] ‖f(t)‖Lq .

Étape 1. Étude de v. Nous montrons d’abord que v ∈ C((0, T ], Lr̃) pour tout
q ≤ r̃ ≤ ∞. Par densité, il existe u0,n ∈ C∞c telle que u0,n → u dans Lp. On pose
vn(t) = S(t)u0,n. On vérifie par (1.21) que puisque u0,n est à support compact,
alors vn(t, x) → 0 lorsque |x| → ∞ pour tout n uniformément en temps t ∈ [0, T ].
En utilisant que vn ∈ C∞((0, T ] × Rn) par la Proposition 6.1, on en déduit que
vn ∈ C((0, T ], L∞). De plus, par (6.13) on a pour tout 0 < t0 ≤ T que pour
t0 ≤ t ≤ T ,

‖vn(t)− v(t)‖L∞ = ‖S(t)(u0,n − u0)‖L∞ ≤
C

t
n
2p

‖u0,n − u0‖Lp ≤
C

t
n
2p

0

‖u0,n − u0‖Lp .

Donc supt0≤t≤T ‖vn(t) − v(t)‖L∞ → 0 lorsque n → ∞. En passant à la limite on
obtient v ∈ C([t0, T ], L∞). Comme t0 est arbitraire, v ∈ C((0, T ], L∞). La preuve
pour p ≤ r̃ <∞ est similaire, et plus simple, nous l’omettons.

Étape 2. Étude de w. On pose M = sup0≤t≤T ‖u(t)‖Lq .
Cas 1

q + 1
p −

2
n ≥ 0. En utilisant le lemme 11.1 on obtient

‖w(t)‖Lr ≤
∫ t

0
‖S(t− s)∇.(u∇Φu)‖Lrds ≤ C‖u‖2X

∫ t

0

ds

(t− s)γ

avec γ = n
2 (1

p + 1
q −

1
n −

1
r ) + 1

2 . Comme r < (1
p + 1

q −
2
n)−1 on a que γ < 1 et

donc sup0≤t≤T
∫ t

0
ds

(t−s)γ = T 1−γ ∫ 1
0

dτ
(1−τ)γ < ∞. Donc w(t) ∈ Lr avec ‖w(t)‖Lr ≤

C‖u‖2X .
On a donc sup0≤t≤T ‖w(t)‖Lr < ∞. Le fait que w ∈ C([0, T ], Lr) se démon-

tre exactement comme la preuve de la continuité dans l’étape 2 de la preuve du
Théorème 11.1. Nous en omettons donc la preuve.
Cas 1

q + 1
p −

2
n < 0. En utilisant le lemme 11.1 on obtient

‖w(t)‖L∞ ≤
∫ t

0
‖S(t− s)∇.(u∇Φu)‖L∞ds ≤

∫ t

0

C

(t− s)γ
‖u‖2X

avec γ = n
2 (1

p + 1
q −

1
n) + 1

2 . Comme 1
q + 1

p −
2
n < 0 on a γ < 1 et donc que

sup0≤t≤T
∫ t

0
ds

(t−s)γ < ∞. Donc w(t) ∈ L∞ avec ‖w(t)‖L∞ ≤ C‖u‖2X . La continuité
de [0, T ] dans L∞ se démontre en combinant les idées de la preuve de la continuité
de l’étape 2 de la preuve du Théorème 11.1, et l’étape 1 de la démonstration en
cours, nous la laissons en exercice.

�

3.2. Gain de régularité.

Proposition 11.3 (Gain de régularité). Soit une solution intégrale du système
de Keller-Segel dans Lp sur [0, T ], avec u ∈ C([0, T0],W k,∞∩W k,p) for some k ≥ 0,
alors u ∈ C((0, T0],W k+1,∞ ∩W k+1,p).

Corollaire 11.2. Une telle fonction u satisfait u ∈ C∞((0, T ]× Rn).

L’idée de la preuve du corollaire est d’appliquer la proposition 11.3 itérative-
ment. C’est à nouveau un example de bootstrap parabolique, comme celui de la
sous-section précédente.
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Preuve du corollaire. Étape 1. Différentiabilité à tout ordre en espace.
Nous affirmons que la fonction u admet des dérivées en espace à tout ordre, et que
celles-ci sont continues de (0, T ] dans L∞(Rn).

En effet, en appliquant une première fois le lemme 11.3 on obtient que la fonction
u et ses dérivées d’ordre k+ 1 en espace sont continues de (0, T ] dans L∞(Rn). Soit
ensuite t0 ∈ (0, T ). Puisque u et ses dérivées d’ordre k+ 1 en espace sont continues
de [t0, T ] dans L∞(Rn), on peut à nouveau appliquer le lemme 11.3 et l’on obtient
que les dérivées jusqu’à l’ordre d’ordre k+2 en espace sont continues de (t0, T ] dans
L∞(Rn). Comme on peut choisir t0 arbitrairement petit, les dérivées jusqu’à l’ordre
d’ordre k + 2 en espace sont continues de (0, T ] dans L∞(Rn).

On itère une nouvelle fois cette argument pour obtenir la continuité des dérivées
jusqu’à l’ordre k + 3... et ainsi de suite.

Étape 2. Différentiabilité par rapport au temps. Dans l’identité (??), le premier
terme S(t)u0(·) est C∞ par la Proposition 6.1. Pour le second terme, pour tout
s ∈ [0, T ), la fonction S(t − s)(u(s)2) est C∞ par rapport à t > s par la même
proposition. On rappelle que pour f deux fois différentiable on a ∂t(S(t)f) =
∆(S(t)f) = S(t)∆f . En appliquant ce résultat grâce à l’étape 1, on a que ∂tS(t−
s)((u(s))2) = S(t − s)(∆(u(s)2)) est une fonction bornée. L’identité (??) montre
donc que u est différentiable par rapport au temps sur (0, T ]× Rn.

On a en outre l’idendité

∂tu(t) = ∂t(S(t)u0) +∇.(u.∇Φu) +

∫ t

0
∂t (S(t− s) (∇.(u.∇Φu)(s))) ds

= ∆u(t, x) +∇.(u.∇Φu)(t, x). (11.20)

Par l’étape 1, les deux fonctions ∆u et u2 admettent chacune des dérivées en espace
à tout ordre, et celles-ci sont continues de (0, T ] dans L∞(Rn). Donc ∂tu admet des
dérivées en espace à tout ordre, et celles-ci sont continues de (0, T ] dans L∞(Rn).

On peut alors itérer cette procédure : le membre de droite de (11.20) est ainsi
différentiable par rapport au temps, et l’on obtient ∂2

t u = ∆∂tu+ 2u∂tu. Puisque u
et ∂tu admettent des dérivées en espace à tout ordre, et que celles-ci sont continues
de (0, T ] dans L∞(Rn), cette identité démontre que cela est également vrai pour
∂2
t u.

Le résultat du corollaire s’obtient en itérant à n’importe quel ordre de différen-
tiabilité cet argument.

�

Preuve de la proposition 11.3. La preuve repose sur l’observation suiv-
ante. La démonstration du théorème 11.1 est basée sur un argument de point fixe
qui démontre que la solution a les mêmes propriétés que la solution de léquation de
la chaleur linéaire avec même donnée initiale. On peut en fait incorporer davantage
de propriétés des solutions de l’équation de la chaleur dans les espaces dans lesquels
on effectue le point fixe.

Soit Y l’espace de Banach associé à la norme

‖v‖Y = ‖v‖L∞([0,T0],Wk,∞∩Wk,p) + sup
t∈(0,T0]

√
t‖∇k+1v(t)‖L∞∩Lp .

Nous remarquons que la deuxième quantité encode un effet régularisant ‖∇k+1v(t)‖Lp∩L∞ ≤
‖v‖Y√

t
avec le même taux de régularisation que celui du semi-groupe de la chaleur de

W k,∞ ∩W k,p vers W k+1,∞ ∩W k+1,p, voir (6.18).
Nous laissons en exercice de construire une solution dans Y par point fixe comme

dans la preuve du théorème 11.1.
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�

4. Solutions maximales et problème bien posé au sens d’Hadamard

Proposition 11.1 (Solution maximale). On conserve les hypothèses du théorème
11.1. Alors il existe un unique Tmax > 0 et une unique fonction u satisfaisant les
conclusions du théorème 11.1 et de la proposition 11.1 sur l’intervalle [0, Tmax) qui
a la propriété suivante. Si v est une autre fonction satisfaisant les conclusions
du théorème 11.1 sur un intervalle [0, T ] pour la même donnée initiale u0, alors
T < Tmax et u = v presque partout sur [0, T ]× Rn.

Si Tmax =∞ la solution est définie pour tout temps t ≥ 0, et on dit alors qu’elle
est globale. Si Tmax <∞ on dit que la solution explose en temps fini, ou de manière
équivalente qu’elle devient singulière en temps fini.

Proof. Étape 1. Coïncidence des solutions. Nous affirmons tout d’abord que
si u et v sont deux fonctions satisfaisant les conclusions du théorème 11.1 sur un
même intervalle [0, τ ], alors u = v presque partout sur [0, τ ]× Rn.

Pour le démontrer, on pose

E = {τ̃ ∈ [0, τ ] tel que pour tout t ∈ [0, τ̃ ], u(t, x) = v(t, x) pour presque tout x ∈ Rn}.
Alors E est non vide car 0 ∈ E.

Montrons que E est fermé. En effet, supposons que τ̃n est une suite dans E avec
τ̃n → τ̃∞ ∈ [0, T ]. Soit alors t ∈ [0, τ̃∞]. Si t < τ̃∞, alors on a t < τ̃n pour n assez
grand, et donc u(t, x) = v(t, x) pour presque tout x ∈ Rn car τ̃n ∈ E. Si t = τ̃∞,
alors comme u(τ̃n, x)→ u(τ̃∞, x) presque partout car u ∈ C([0, τ ], Ln/2(Rn)), et que
de même v(τ̃n, x)→ v(τ̃∞, x), en passant à la limite dans l’égalité u(τ̃n, x) = v(τ̃n, x)
on obtient u(τ̃∞, x) = v(τ̃∞, x). Donc τ̃∞ ∈ E, et E est fermé.

Montrons que E est ouvert dans [0, τ ]. Soit τ̃ ∈ E. Si τ̃ = τ , alors par définition
de E on a E = [0, τ ] et donc E est bien ouvert dans [0, τ ]. Si τ̃ < τ , alors par
définition de E on a u(τ̃) = v(τ̃), ce qui s’écrit

u(τ̃) = v(τ̃) = S(τ̃)u0 +

∫ τ̃

0
S(τ̃ − s)∇. (u∇Φu(s, ·)) ds.

Pour t′ ∈ [0, τ − τ̃ ] on décompose alors

u(τ̃ + t′) = S(τ̃ + t′)u0 +

∫ τ̃+t′

0
S(τ̃ + t′ − s)∇. (u∇Φu(s)) ds

= S(t′)S(τ̃)u0 + S(t′)

∫ τ̃

0
S(τ̃ − s)∇. (u∇Φu(s)) ds+

∫ τ̃+t′

τ̃
S(τ̃ + t′ − s)∇. (u∇Φu(s)) ds

= S(t′)(u(τ̃)) +

∫ t′

0
S(t′)∇. (u∇Φu) (τ̃ + s)ds. (11.21)

Le même calcul, puisque u(τ̃) = v(τ̃), produit

v(τ̃ + t′) = S(t′)(u(τ̃)) +

∫ t′

0
S(t′)∇. (v∇Φv) (τ̃ + s))ds. (11.22)

En appliquant le théorème 11.1 pour la donnée initiale w0 = u(τ̃), on a qu’il existe
T > 0 et une unique fonction w satisfaisant les propriété du théorème 11.1 et
notamment l’identité

w(t′) = S(t′)w0 +

∫ t′

0
S(t′ − s)∇. (w∇Φw) (s)ds.
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Or, les fonctions t′ 7→ u(τ̃ + t′) et t′ 7→ v(τ̃ + t′) satisfont cette même identité par
(11.22) et (11.22). Donc par unicité w(t′) = v(τ̃+t′) = u(τ̃+t′) pour tout t′ ∈ [0, T ].
Donc u(t) = v(t) pour tout t ∈ [τ̃ , τ̃ + t′]. Comme τ̃ ∈ E on a u(t) = v(t) pour tout
t ∈ [0, τ̃ ] et ainsi u(t) = v(t) pour tout t ∈ [0, τ̃ + T ]. Donc [0, τ̃ + T ] ⊂ E, et E est
ouvert.

Par connexité, puisque E est un ouvert et fermé non vide de [0, T ], on a E =
[0, T ]. Par définition de E on a alors u(t, x) = v(t, x) presque partout sur [0, T ]×Rn
comme annoncé.

Étape 2. Définition de la solution maximale. On définit alors

Tmax = sup
{
T > 0 tel qu’il existe une fonction u satisfaisant les conclusions du

théorème 11.1 sur [0, T ]
}
.

Pour tout t < Tmax, la fonction u(t, ·) est bien définie, et de manière unique, de par
la définition de Tmax, et de par l’étape 1. Toujours de par la définition de Tmax et
l’étape 1, elle vérifie les propriét’es désirées de la proposition.

�

Nous rappelons que la notion de problème de Cauchy bien posé dans un espace
de Banach fait l’objet de la définition 6.2. Pour un problème d’évolution non linéaire,
les solutions peuvent ne pas être globales, et il convient alors d’adapter les espaces
dans la définition à un intervalle de temps [0, T ].

Proposition 11.2. L’équation de Keller-Segel est bien posée dans Lp pour
tout n

2 < p < n avec espace auxiliaire Y = C∞((0, T ) × Rn). C’est-à-dire que
pour toute fonction u0 ∈ Lp il existe une unique solution classique maximale u ∈
C([0, Tmax), Lp) ∩ C∞((0, Tmax) × Rn). De plus, la fonction u0 7→ Tmax(u0) est
continue sur Lp et pour tout 0 < T < Tmax(u0), la fonction qui à v0 associe la
solution v est continue d’un voisinage de u0 dans C([0, T ], Lp).

Proof. La preuve combine l’ensemble des résultats précédents.
A ecrire.

�

5. Exercices

Rajouter un exercice sur l’unicite pour l’équation de Poisson

Exercice 11.1 (Formule de la moyenne pour l’équation de Laplace). Soit u ∈
C2(Rn) telle que ∆u = 0.

1. Soit ϕ la fonction définie par

ϕ(r) =
1

Sur(S(0, r))

∫
S(0,r)

u(x)dS

où S(0, r) est la sphère centrée en zéro de rayon r, Sur(S(0, r)) désigne sa surface,
et dS est la mesure de surface sur S(0, r). Montrer que

ϕ(r) =

∫
S(0,1)

u(rx)dS.

2. Montrer que

ϕ′(r) =

∫
S(0,1)

∇u(rx).~ν(x)dS =
1

Sur(S(0, r))

∫
S(0,r)

∇u(x).~ν(x)dS
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où ~ν = x
|x| .

3. Montrer en utilisant la question précédente et le théorème de la divergence (lemme
11.2) que ϕ′(r) = 0 pour tout r > 0.

4. Montrer que ϕ(r)→ u(0) lorsque r → 0. Déduire de cela et de la question 3. que
pour tout r > 0,

u(0) =
1

Sur(S(0, r))

∫
S(0,r)

u(x)dS.

5. Déduire de la question 5. la formule de la moyenne pour une fonction harmonique
:

u(y) =
1

Sur(S(y, r))

∫
S(y,r)

u(x)dS.

pour tout y ∈ R.

Exercice 11.2. 1. Montrer que si (u,Φu) est une solution de l’équation de
Keller-Segel (11.1), alors pour tout λ > 0,

(uλ,Φuλ) =

(
1

λ2
u(

t

λ2
,
x

λ
) , Φu(

t

λ2
,
x

λ
)

)
est aussi une solution de l’équation de (11.1), de donnée initiale u0,λ(x) = 1

λ2u0(xλ).

2. On rappelle que le concept de solution maximale est défini dans la proposition
11.1. On suppose que pour une donnée initiale u0 ∈ C∞c (Rn) la solution maximale
u, définie sur [0, Tmax) explose en temps fini Tmax < ∞. Montrer que (uλ,Φuλ)
explose en temps fini Tmax,λ = λ2Tmax.

3. Montrer que si u0 ∈ Lp(Rn), alors u0,λ ∈ Lp(Rn) avec ‖u0,λ‖Lp(Rn) = λ
n
p
−2‖u0‖Lp(Rn).

4. Soit 1 ≤ p < n
2 . On suppose qu’il existe une solution u de donnée initiale u0 avec

u0 ∈ Lp(Rn) qui explose en temps fini Tmax < ∞. Déduire des questions 2. et 3.
que pour tout δ > 0, il existe une solution v de donnée initiale v0 avec v0 ∈ Lp(Rn)
qui satisfait ‖v‖Lp(Rn) ≤ δ et qui explose en temps Tmax(v0) ≤ δ.

5. On garde les mêmes hypothèses. Déduire que la fonction qui à une donnée initiale
associe le temps maximal d’existence u0 7→ Tmax(u0) n’est pas une fonction continue
sur Lp(Rn).

Remarque : La question 3. montre que L
n
2 est un espace critique pour l’équation.

La question 5. montre que dans un espace sous-critique Lp avec p < n
2 , il existe des

données initiales arbitrairement petites, mais dont la solution explose en des temps
arbitrairement court ! C’est l’exemple typique de phénomène à avoir en tête qui
est responsable du fait qu’en général, les équations ne sont pas bien posées dans les
espaces sous-critiques.

Exercice 11.3. Finir la preuve de la proposition 11.3 en tenant compte des
indications mentionnées dans l’esquisse de cette preuve après l’énoncé de la propo-
sition.

Exercice 11.4 (Existence de solution intégrale dans l’espace de Lebesgue cri-
tique). On considère l’équation de la chaleur quadratique sur R3 :{

∂tu = ∆u+ u2, t > 0 et x ∈ R3

u(0, x) = u0(x), x ∈ R3.
(11.23)

On va démontrer l’existence de solutions intégrales dans l’espace critique L
3
2 (R3).
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On rappelle que l’espace L∞([0, T ], Lq(R3)) est défini dans l’exercice 6.3 où il est
démontré que c’est un espace de Banach. Soit 2 < q < 3. On pose α = 1− 3

2q et pour

T > 0 on définit XT = L∞([0, T ], L
3
2 (R3)) de norme ‖f‖XT = ‖f‖

L∞([0,T ],L
3
2 (R3))

et

YT =
{
f mesurable sur [0, T ]× R3 telle que tαf ∈ L∞([0, T ], Lq(R3))

}
de norme

‖f‖YT = ‖tαf‖L∞([0,T ],Lq(R3)).

Enfin, on pose pour R1, R2 > 0,

BT (R1, R2) = {f ∈ XT ∩ YT telle que ‖f‖XT ≤ R1 et ‖f‖YT ≤ R2} .

Définition : On dit que u est une solution intégrale dans L
3
2 de (11.23) sur

[0, T ] si u ∈ XT ∩ YT , et que pour presque tout t ∈ [0, T ] on a S(t − ·)(u2(·)) ∈
L1([0, t], L

3
2 (R3)) ∩ L1([0, t], Lq(R3)) et

u(t) = S(t)u0 +

∫ t

0
S(t− s)(u2(s))ds.

(Noter que cette définition n’est pas exactement la même que celle pour les
solutions intégrales de Keller-Segel car on ne demande pas la continuité).

(1) Montrer que pour tous u, v ∈ YT et r > q
2 on a pour tous s ∈ [0, T ] et t > s

que S(t− s)(u(s)v(s)) ∈ Lr(R3) avec

‖S(t− s)(u(s)v(s))‖Lr(R3) ≤
1

(t− s)
3
q
− 3

2r s2α
‖u‖YT ‖v‖YT .

(2) Montrer que pour tout θ1, θ2 < 1, l’intégrale

Iθ1,θ2 =

∫ 1

0

1

(1− s)θ1
1

sθ2
ds <∞

est bien finie, et que pour tout t > 0,∫ t

0

1

(t− s)θ1sθ2
ds = t1−θ1−θ2Iθ1,θ2 .

(3) On pose définit l’application Φ : v(t, x) 7→ Φ(v)(t, x) par

Φ(v)(t) = S(t)u0 +

∫ t

0
S(t− s)(v2(s))ds.

Montrer en vous aidant de l’exercice 6.3 que pour tout δ > 0, il existe
T > 0 qui dépend de u0 tel que pour tout v ∈ YT , on a Φ(v) ∈ XT ∩ YT
avec

‖Φ(v)‖XT ≤ ‖u0‖
L

3
2 (R3)

+ I1−2α,2α‖v‖2YT et ‖Φ(v)‖YT ≤ δ + I1−α,2α‖v‖2YT
(4) Montrer qu’il existe T > 0 et δ > 0 qui dépendent de u0 tel que Φ est une

contraction sur ZT (2‖u0‖
L

3
2 (R3)

, δ).

(5) Montrer le résultat suivant :

Résultat : Pour tout u0 ∈ L
3
2 (R3), il existe T > 0 et une solution intégrale

u dans L
3
2 de (11.23) sur [0, T ].



CHAPTER 12

Stabilité de la solution auto-similaire fondamentale I :
renormalisation et modulation

1. Existence d’une solution auto-similaire singulière

Le temps maximal d’existence d’une solution peut être fini. Nous allons don-
ner l’exemple d’une telle solution qui est auto-similaire et donnée par une formule
explicite. L’obtention de la formule explicite repose sur le fait que l’équation se
simplifie dans le cas de solutions à symétrie radiale.

1.1. Réduction à une équation locale pour les solutions radiales. On
suppose dans cette sous-section que u est une solution à symétrie radiale. Par abus
de notation, on écrira u(t, x) = u(t, r) où |x| = r. Alors l’équation de Keller-Segel
se simplifie à l’aide du changement d’inconnue suivant. On définit la masse partielle
de u par

m(t, r) =
1

rn|Sn−1|

∫
|x|≤r

u(t, x)dx

=
1

rn

∫ r

0
u(t, r′)r

′n−1dr′,

où Sn−1 est la sphère unité de Rn et |Sn−1| sa surface. Cette quantité est égale à la
moyenne de u sur la boule de rayon r centrée à l’origine, à un facteur constant près.

Lemme 12.1. Soit u une fonction suffisamment régulière et décroissante. Alors
u est une solution du système de Keller-Segel (11.1) si et seulement si m est une
solution de l’équation

∂tm = ∂rrm+
n+ 1

r
∂rm+ nm2 + rm∂rm. (12.1)

Proof. La preuve repose sur des calculs explicites. On calcule en utilisant
l’équation (11.1) puis le théorème de la divergence 11.2

∂tm(r) =
1

rn|Sn−1|

∫
|x|≤r

∂tu(t, x)dx

=
1

rn|Sn−1|

∫
|x|≤r

(∆u(t, x)−∇.(u∇Φu)dx

=
1

rn|Sn−1|

∫
|x|=r

∇u(t, x).
x

|x|
dS − 1

rn|Sn−1|

∫
|x|=r

u(t, x)∇Φu(t, x).
x

|x|
dS

où dS est la mesure de surface sur la sphère {|x| = r}. De manière similaire, en
utilisant successivement la définition de m, puis −∆Φu = u et le théorème de la

107



10812. STABILITÉ DE LA SOLUTION AUTO-SIMILAIRE FONDAMENTALE I : RENORMALISATION ET MODULATION

divergence

m(r) =
1

rn|Sn−1|

∫
|x|≤r

u(x)dx

= − 1

rn|Sn−1|

∫
|x|≤r

∆Φudx

= − 1

rn|Sn−1|

∫
|x|=r

∇Φu.
x

|x|
dS

Puisque u est radiale, on a que Φu est aussi radiale, et donc ∇u = x
|x|∂ru et

∇Φu = x
|x|∂rΦu. Les deux expressions ci-dessus se simplifient alors en

∂tm(r) =
1

r
∂ru(r)− 1

r
u(r)∂rΦu(r),

et
m = −1

r
∂rΦu.

En combinant,

∂tm(r) =
1

r
∂ru(r) +mu.

En différentiant l’expression de la masse partielle on trouve

∂rm = − n

rn+1

∫ r

0
u(r′)r

′n−1dr′ +
u(r)

r
= −nm(r)

r
+
u(r)

r
.

Donc
u

r
= ∂rm+

nm

r
et

∂ru

r
= ∂rrm+

(n+ 1)

r
∂rm.

On a alors
∂tm = ∂rrm+

(n+ 1)

r
∂rm+ nm2 + rm∂rm,

ce qui clôt la démonstration.
�

1.2. Existence d’une solution auto-similaire explosive. Le système de
Keller-Segel, malgré son apparente complexité, admet une solution explosive ex-
plicite d’une forme simple. Celle-ci est auto-similaire, tout comme les solutions
singulières de l’équation de Burgers étudiées dans la section 3.

Lemme 12.2 (Profil auto-similaire fondamental de Keller-Segel). En toute di-
mension n ≥ 3, la fonction

Ψ(y) =
4(n− 2)(2n+ |x|2)

(2(2n− 2) + |x|2)2

est telle que pour tout T ∈ R la fonction

u(t, x) =
1

T − t
Ψ

(
x√
T − t

)
(12.2)

est une solution de l’équation de Keller-Segel (11.1). La masse partielle du profil,
ϕ(ρ) = |Sd−1|−1

∫
|y|≤ρ Ψ(y)dy est

ϕ(ρ) =
4

2(n− 2) + ρ2
. (12.3)
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Elle satisfait l’équation auto-similaire stationnaire

2ϕ+ ρ∂ρϕ = ∂ρρϕ+
n+ 1

ρ
∂ρϕ+ nϕ2 + ρϕ∂ρϕ. (12.4)

Proof. On rappelle que u est une solution de (11.1) si et seulement sa masse
partielle m est une solution de (12.1). Par un changement de variable, la masse
partielle m d’une fonction u de la forme (12.2) s’écrit

m(t, r) =
1

T − t
ϕ(

r√
T − t

).

On calcule alors

∂tm(t, r) = − 1

(T − t)2
ϕ(

r√
T − t

)− r

2(T − t)3/2
∂ρϕ(

r√
T − t

),

∂rrm(t, r) +
n+ 1

r
∂rm(t, r) =

1

(T − t)2
(∂ρρϕ+

n+ 1

ρ
∂ρϕ)(

r√
T − t

),

(m(t, r))2 + rm(t, r)∂rm(t, r) =
1

T − t
ϕ2(

r√
T − t

) +
r

(T − t)3/2
ϕ(

r

T − t
)∂ρϕ(

r√
T − t

).

En injectant ces trois identités dans (11.1), on constate que u de la forme (12.2) est
une solution de (11.1) si et seulement ϕ est une solution de (12.4). Cette dernière
équation se réécrit

∂ρρϕ+

(
n+ 1

ρ
− ρ

2
+ ρϕ

)
∂ρϕ+ (nϕ− 1)ϕ = 0.

On la vérifie alors par un calcul explicite. En effet,

∂ρϕ = − 8ρ

(2(n− 2) + ρ2)2
,

∂ρρϕ =
24ρ2 − 16(n− 2)

(2(n− 2) + ρ2)3
,

n+ 1

ρ
− ρ

2
+ ρϕ =

4(n+ 1)(n− 2) + 14ρ2 − ρ4

2ρ(2(n− 2) + ρ2)
,

(nϕ− 1)ϕ =
16(n+ 2)(n− 2) + 32ρ2 − 4ρ4

(2(n− 2) + ρ2)2
,

ce qui permet d’établir le résultat.
�

2. Renormalisation des solutions perturbatives

Dans cette section et la suivante, nous allons étudier la stabilité de la solution
auto-similaire fondamentale Ψ du système de Keller-Segel, introduite dans le lemme
12.2. C’est-à-dire, nous allons étudier des solutions de la donnée initiale s’écrit

u0 = Ψ + ũ0,

où ũ0 représente une perturbation, que l’on choisira petite dans un sens adéquat
donné plus tard. Dans cette section, nous faisons une analyse a priori de la solution
: nous allons supposer des hypothèses additionnelles sur la solution, et en déduire
des conséquences. Ces hypothèses additionnelles seront justifiées plus tard.
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2.1. Renormalisation de l’équation. En supposant (cette hypothèse sera
justifiée rigoureusement plus tard) que la solution u de (11.1) est proche du profile
auto-similaire Ψ concentrée spatialement à échelle λ(t), on décompose

u(t, x) =
1

λ(t)2
(Ψ + w(t, ·))

(x
λ

)
, (12.5)

où la fonction w s’obtient par la formule w(t, y) = λ(t)2u(t, λ(t)y) − Ψ(y). On
introduit alors le changement de variable suivant qui permet de zoomer à l’échelle
x ≈ λ(t) et d’adapter le temps en conséquence

y =
x

λ(t)
, s(t) =

∫ t

0

1

λ(t)2
dt.

Ce nouveau temps est spécialement choisi pour que
d

dt
s =

1

λ2
. (12.6)

Ces variables sont les variables auto-similaires et l’échelle λ est appelée paramètre de
modulation. On écrira t(s) pour l’inverse de la fonction s, i.e. s(t(s)) = s. Puisqu’il
existe une bijection entre les temps t et les temps s, on abusera de notation et l’on
confondra les fonctions de la variable t et celles de la variable s. Par exemple, λ
sera considérée à la fois comme une fonction de t et aussi comme une fonction de s
par λ(s) = λ(t(s)).

On notera par q la masse partielle de w:

q(s, ρ) =
1

|Sd−1|

∫
|y|≤ρ

w(s, y)dy, ρ =
r

λ(t)
.

La décomposition (12.5) se réécrit alors

m(t, r) =
1

λ(t)2
(ϕ+ q(t, ·))

( r
λ

)
. (12.7)

Lemme 12.1 (Equation renormalisée et linéarisée). Soit u une solution C∞ de
l’équation de Keller-Segel (11.1) sur [0, T ], et λ ∈ C1([0, T ], (0,∞)). Alors q est
une solution C∞ de

∂sq + Lq =M
(
λs
λ
, q

)
+N (q) (12.8)

sur [0, s(T )], où, en notant λs = d
dsλ,

Lq = −∂ρρq −
n+ 1

ρ
∂ρq + (

ρ

2
− ρϕ)∂ρq + (1− ρ∂ρϕ− 2nϕ)q (12.9)

M = (
λs
λ

+
1

2
)(2(ϕ+ q) + ρ∂ρ(ϕ+ q)) (12.10)

N = nq2 + ρq∂ρq (12.11)

L’opérateur L est l’opérateur linéarisé dans les variables auto-similaires,M est
appelé le terme de modulation, et N le terme non linéaire.

Proof. La preuve s’effectue par des calculs explicites. Par (12.7) on a en
différentiant des produits et compositions de fonctions

∂tm = −2λt
λ3

(ϕ+ q)(
r

λ
) +

1

λ2
∂sq(

r

λ
)− λt

λ3

r

λ
(∂ρϕ+ ∂ρm)(

r

λ
).

Comme d
dtλ = ds

dt
d
dsλ = 1

λ2λs et ∂tq = ds
dt∂sq = 1

λ2∂sq par (12.6) cela donne

∂sm(t, r) = −2λs
λ5

(ϕ+ q(s, ·))(ρ) +
1

λ4
∂sq(s, ρ)− λs

λ5
ρ(∂ρϕ+ ∂ρq(s, ·))(ρ)
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où on a utilisé x
λ = y. De manière similaire,

∂rrm(t, r) +
n+ 1

ρ
∂rm(t, r) =

1

λ4

(
(∂ρρ +

n+ 1

ρ
∂ρ)ϕ+ (∂ρρ +

n+ 1

ρ
∂ρ)q(s, ·)

)
(ρ)

et

nm2(t, r) + rm(t, r)∂rm(t, r) =
1

λ4
n
(
(ϕ+ q(s, ·))2 + ρ(ϕ+ q(s, ·))(∂ρϕ+ ∂ρq(s, ·))

)
(ρ) .

En combinant les trois identités ci-dessus, l’équation mt = ∂rrm+ n+1
r ∂rm+nm2 +

rm∂rm se ré’écrit alors sous la forme

∂sq =
2λs
λ

(ϕ+ q) +
λs
λ
ρ(∂ρϕ+ ∂ρq) (12.12)

+ (∂ρρ +
n+ 1

ρ
∂ρ)ϕ+ (∂ρρ +

n+ 1

ρ
∂ρ)q + n(ϕ+ q)2 + ρ(ϕ+ q)(∂ρϕ+ ∂ρq).

On rappelle alors que ϕ est solution de 2ϕ+ρ∂ρϕ = ∂ρρϕ+n+1
ρ ∂ρϕ+nϕ2+ρϕ∂ρϕ

par (12.4). Donc le deuxième terme du membre de droite de (12.12) est

(∂ρρ +
n+ 1

ρ
∂ρ)ϕ+ (∂ρρ +

n+ 1

ρ
∂ρ)q + n(ϕ+ q)2 + ρ(ϕ+ q)(∂ρϕ+ ∂ρq)

= 2ϕ+ ρ∂ρϕ+ (∂ρρ +
n+ 1

ρ
∂ρ)q + ρϕ∂ρq + 2nϕq + ρ∂ρϕq︸ ︷︷ ︸

=−Lq+2q+ρ∂ρq

+nq2 + ρq∂ρq︸ ︷︷ ︸
=N

= 2(ϕ+ q) + ρ∂ρ(ϕ+ q)− Lq +N .

En injectant cette identité dans (12.12), on obtient alors (12.8).
�

2.2. Décomposition orthogonale sur l’ensemble des profils auto-similaires.
Le lemme de renormalisation 12.1 est valide pour n’importe quelle fonction λ de
classe C1 en temps. Nous allons maintenant voir qu’il existe un unique choix pour
λ tel que la décomposition (12.7) soit une décomposition orthogonale. Parmi les
multiples décompositions orthogonales auxquelles on pourrait penser, il en existe
une plus naturelle que les autres.

On introduit la fonction de poids

σ(ρ) =
1

ϕ2(ρ)
e−

ρ2

4 (12.13)

Le lemme suivant montre que l’espace L2
σ associé au produit scalaire

〈q1, q2〉L2
σ

=

∫ ∞
0

q1(ρ)q2(ρ)σ(ρ)ρn+2dρ

et donc à la norme

‖m‖L2
σ

=

√∫ ∞
0
|m(ρ)|2σ(ρ)ρn+2dρ

fournit un cadre fonctionnel hilbertien adapté à l’opérateur linéarisé L. Il montre
également que l’espace tangent à l’ensemble des profils auto-similaire, associé aux
fonctions

∂λ

(
1

λ2
ϕ(
r

λ
)

)
=

1

λ2
(2ϕ+ ρ∂ρϕ)(

r

λ
)

correspond à une fonction propre de L.
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Lemme 12.2 (Symétrie de l’opérateur et fonctions propres engendrées par les
symétries). L’opérateur L est symétrique pour le produit scalaire de L2

σ, pour des
fonctions q, q′ ∈ C∞ bornées et dont les dérivées sont bornées :

〈Lq1, q2〉L2
σ

= 〈q1,Lq2〉L2
σ
. (12.14)

De plus, −1 est une valeur propre, et la fonction propre associée est engendrée par
le groupe de redimensionnement :

f1 =
∂

∂λ

(
λ2ϕ(λ·)

)
|λ=1

= 2ϕ+ ρ∂ρϕ, (12.15)

i.e.
Lf1 = −f1. (12.16)

Proof. Preuve de (12.14). Nous montrons d’abord que l’on peut écrire

Lq = − 1

ρn+1σ
∂ρ
(
ρn+1σ∂ρq

)
+ q − (2ϕ+ ρ∂ρϕ)q, (12.17)

ce que l’on appelle écrire L sous une forme de divergence. En effet, puisque
1

ρn+1σ
∂ρ
(
ρn+1σ∂ρq

)
= ∂ρρq +

n+ 1

ρ
∂ρq −

∂ρσ

σ
∂ρq,

que
∂ρσ

σ
=
∂ρ(ϕ

−2e−ρ
2/4)

ϕ−2e−ρ2/4
= −2

∂ρϕ

ϕ
− ρ

2

et
∂ρϕ

ϕ
= (2(n− 2) + ρ2)∂ρ

(
1

2(n− 2) + ρ2

)
= − 2ρ

2(n− 2) + ρ2
= −ρ

2
ϕ

on déduit que
1

ρn+1σ
∂ρ
(
ρn+1σ∂ρq

)
= ∂ρρq +

n+ 1

ρ
∂ρq +

ρ

2
∂ρq − ρϕ∂ρq.

Cela démontre (12.17). On en déduit ensuite (12.14) en intégrant par parties

〈Lq1, q2〉L2
σ

= −
∫ ∞

0
∂ρ
(
ρn+1σ∂ρq1

)
q2 +

∫ ∞
0

(q1 − (2ϕ+ ρ∂ρϕq1)) q2

=

∫ ∞
0

ρn+1σ∂ρq1∂ρq2 +

∫ ∞
0

(1− (2ϕ+ ρ∂ρϕ)) q1q2,

et donc 〈Lq1, q2〉L2
σ

= 〈q1,Lq2〉L2
σ
.

Preuve de (12.16). Considérons la fonction auto-similaire M(t, r) = 1
−tϕ( r√

−t),
définie pour t ∈ (−∞, 0). Celle-ci est invariante par le groupe de redimensionnement
: λ2M(λ2t, λr) = M(t, r). En différentiant on obtient ∂

∂λ(λ2M(λ2t, λr)) = 0, ce qui
s’écrit pour λ = 1

ΛM = 0, Λ = 2 + 2t∂t + r∂r, (12.18)
où l’opérateur Λ est le génerateur infinitésimal de ce groupe. Le générateur infinitési-
mal du groupe de translation temporelle est ∂t, et on a la relation de commutation

[∂t,Λ]u = ∂t(2u+ 2t∂tu+ r∂ru)− (2 + 2t∂t + r∂r)(∂tu)

= 2∂tu. (12.19)

En combinant (12.18) et (12.19) on obtient une première identité

Λ∂tM = −2∂tM. (12.20)
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Définissons maintenant Mt0(t, r) = M(t + t0, r). Comme M est une solution de
(12.1) et que cette équation est invariante par translation temporelle,Mt0 est encore
une solution de (12.1) :

∂t(Mt0) = ∂rrMt0 +
n+ 1

r
∂rMt0 + nM2

t0 + rMt0∂rMt0 .

En différentiant par rapport à t0 on trouve

∂t(∂t0Mt0) = ∂rr∂t0Mt0 +
n+ 1

r
∂r∂t0Mt0 + 2nMt0∂t0Mt0 + r∂t0Mt0∂rMt0 + rMt0∂r∂t0Mt0

=

(
∂rr +

n+ 1

r
∂r + 2nMt0 + r∂rMt0 + rMt0∂r

)
∂t0Mt0

Puisque ∂t0Mt0(t, r) = ∂tM(t+ t0, r), en prenant t0 = 0 on obtient :

∂t∂tM =

(
∂rr +

n+ 1

r
∂r + 2nM + r∂rM + rM∂r

)
∂tM.

Comme Λ = 2t∂t + 2 + r∂r on obtient une seconde identité :

Λ∂tM = 2

(
t(∂rr +

n+ 1

r
∂r + 2nM + r∂rM + rM∂r) + 1 +

r

2
∂r

)
∂tM (12.21)

En combinant les deux identités (12.20) et (12.21) on a(
t(∂rr +

n+ 1

r
∂r + 2nM + r∂rM + rM∂r) + 1 +

r

2
∂r

)
∂tM = −∂tM.

En prenant t = −1, en utilisant que ∂tM = 1
t (M + r

2∂rM) et M(−1, r) = ϕ(r), on
obtient (12.16).

�

Definition 12.1. Soit δ > 0. On dit qu’une solution est piégée autour de
l’ensemble de profils auto-similaires si sur [0, T ) si pour tout t ∈ [0, T ) il existe
µ > 0 tel que ∥∥∥∥u(t, ·)− 1

µ2
Ψ(
·
µ

)

∥∥∥∥
L∞(Rn)

<
δ

µ2
. (12.22)

Remark 12.1. Puisque la fonction 1
µ2 Ψ( ·µ) est de taille 1

µ2 dans L∞, l’inégalité
(12.22) doit être interprété comme une petitesse de la différence u(t, ·) − 1

µ2 Ψ( ·µ)

relativement à la fonction 1
µ2 Ψ( ·µ).

Proposition 12.1 (Decomposition orthogonale autour de l’ensemble des pro-
fils). Il existe C > 0 tel que pour δ assez petit, toute fonction u appartenant à
l’ensemble{

u ∈ L∞(Rn) tel qu’il existe µ > 0 avec
∥∥∥∥u(·)− 1

µ2
Ψ(
·
µ

)

∥∥∥∥
L∞(Rn)

<
δ

µ2

}
peut s’écrire sous la forme u(x) = 1

λ2 (Ψ + w)(xλ) avec

‖w‖L∞(Rn) ≤ Cδ,

et la masse partielle q de w satisfaisant la condition d’orthogonalité

〈q, f1〉L2
σ

= 0.

De plus, la fonction u 7→ C1 est C∞ de cet ensemble (muni de la topologie induite
de L∞) vers (0,∞).
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Pour démontrer cette proposition, nous commençons par établir le résultat pour
des échelles proches de l’unité.

Lemme 12.3 (decomposition orthogonale près du profil). Il existe C > 0 tel que
pour δ assez petit, toute fonction u appartenant à l’ensemble{

u ∈ L∞(Rn) tel que ‖u−Ψ‖L∞(Rn) < δ
}

peut s’écrire sous la forme u(x) = 1
λ2 (Ψ + w)(xλ) avec

‖w‖L∞(Rn) ≤ Cδ,

et la masse partielle q de w satisfaisant la condition d’orthogonalité

〈q, f1〉L2
σ

= 0.

De plus, la fonction u 7→ C1 est C∞ de cet ensemble vers (0,∞).

Proof. Soit m la masse partielle d’une fonction u, et posons pour ν > 0 la
fonction q(ρ) = ν2m(νρ)− ϕ(ρ). Considérons alors l’application

Θ : L∞(Rn)× (0,∞) → R
(u, ν) 7→ 〈q, f1〉L2

σ
.

Alors en changeant de variable r = µρ, on a explicitement

Θ(u, µ) = ν−n
∫ ∞

0
m(r)f1(

r

ν
)σ(

r

ν
)rn+1dr −

∫ ∞
0

ϕ(ρ)f1(ρ)σ(ρ)ρn+1dρ.

Puisque σ et f1 sont des fonctions C∞, on peut ainsi vérifier que l’expression ci-
dessus définit une fonction Θ de régularité C∞ par rapport à (u, ν) pour la topologie
produit sur L∞ × (0,∞).

De plus, on calcule que pour u = ϕ que

Θ(ϕ, ν) = 〈ν2ϕ(νρ)− ϕ(ρ), f1〉L2
σ
.

Ainsi, pour ν = 1 on a
Θ(ϕ, 1) = 0.

Également, en différentiant par rapport à ν on trouve
∂

∂ν
Θ(ϕ, ν) = 〈2νϕ(νρ) + ν2ρ∂ρϕ(νρ), f1〉L2

σ
.

En remarquant que pour ν = 1 on a 2νϕ(νρ) + ν2ρ∂ρϕ(νρ) = f1(ρ) il vient

∂

∂ν
Θ(ϕ, 1) = 〈f1, f1〉L2

σ
= ‖f1‖2L2

σ
> 0.

On peut ainsi appliquer le théorème des fonctions implicites (valables dans le cadre
des espaces de Banach): il existe une unique fonction λ : u 7→ λ(u) définie pour u
assez proche de ϕ dans L∞, de classe C∞, telle que

Θ(u, λ(u)) = 0.

Par définition de Θ, cela signifie que 〈q, f1〉 = 0, et donc λ satisfait les conclusions
souhaitées du théorème.

�

Preuve de la proposition 12.1. Celle-ci s’obtient à l’aide du lemme précé-
dent et d’un argument de changement d’échelle.

A continuer d’ecrire.
�
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2.3. Décomposition orthogonale dynamique des solutions. La propo-
sition 12.1 implique le résultat suivant pour des solutions piégées au sens de la
définition 12.1.

Proposition 12.2 (Decomposition orthogonale dynamique de la solution). Il
existe C > 0 tel que pour δ assez petit, si la solution u est piégée sur [0, T ) près
de l’ensemble des profils auto-similaires alors il existe une unique fonction λ ∈
C1([0, T ), (0,∞)) telle que m s’écrit

m(t, r) =
1

λ(t)2
(ϕ+ q(s, ·))

(
r

λ(t)

)
avec q satisfaisant

‖q(t, ·)‖L∞(Rn) ≤ Cδ (12.23)
et la condition d’orthogonalité pour tout 0 ≤ t < T

〈q(t, ·), f1〉L2
σ

= 0. (12.24)

Proof. La fonction désirée est λ(u(t)), donnée par l’application de la propo-
sition 12.1. Les propriétés de régularité et d’unicité sont des conséquences directes
de cette proposition, et du fait que la solution u est supposée C∞, et bornée ainsi
que toutes ses dérivées.

�

Lemme 12.4 (Équation de modulation). Sous les mêmes hypothèses que la
proposition 12.2, et en appliquant la renormalisation du lemme 12.1, on a

λs
λ

= −1

2
−

〈N (q), f1〉L2
σ

‖f1‖2L2
σ

+ 〈2q + ρ∂ρq, f1〉L2
σ

(12.25)

Remark 12.2. En l’absence de perturbation q = 0, l’équation de modulation
(12.25) devient λs = −λ/2 et cela correspond à une explosion en temps T > 0 avec
λ(t) =

√
T − t.

En effet, en intégrant, il vient λ(s) = λ(0)e−s/2. Puisque ds
dt = 1

λ2 on a dt
ds =

λ2 = λ(0)2e−s, de solution t(s) = λ(0)2(1 − e−s). En posant T = λ(0)2 on a alors
e−s = T−t

λ(0)2 et λ =
√
T − t comme annoncé.

Proof. En différenciant la condition d’orthogonalité (12.24) par rapport au
temps renormalisé on obtient :

〈∂sq, f1〉L2
σ

= 0.

Puisque q satisfait l’équation renormalisée (12.8), cela signifie

〈Lq, f1〉L2
σ

= 〈M, f1〉L2
σ

+ 〈N , f1〉L2
σ
.

Pour le premier terme, en utilisant que L est symétrique par (12.14), puis que f1 est
une fonction propre par (12.16), et à nouveau la condition d’orthogonalité (12.24)
on obtient

〈Lq, f1〉L2
σ

= 〈q,Lf1〉L2
σ

= −〈q, f1〉L2
σ

= 0.

Pour le second terme, en injectant (12.15) dans (12.10), on calcule

〈M, f1〉L2
σ

=

〈
(
λs
λ

+
1

2
) (f1 + 2q + ρ∂ρq) , f1

〉
L2
σ

= (
λs
λ

+
1

2
)
(
‖f1‖2L2

σ
+ 〈2q + ρ∂ρq, f1〉

)
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Ainsi,

(
λs
λ

+
1

2
)
(
‖f1‖2L2

σ
+ 〈2q + ρ∂ρq, f1〉

)
= −〈N , f1〉L2

σ

ce qui démontre (12.25).
�



CHAPTER 13

Stabilité de la solution auto-similaire fondamentale II :
theorie spectrale de l’opérateur linéarisé

1. Éléments d’analyse spectrale

Cette section est consacrée à l’analyse spectrale générale, et s’applique donc à
des opérateurs de Schrödinger généraux, autres que celui provenant de l’équation
de Keller-Segel.

Dans toute cette section, H désigne un espace de Hilbert complexe, de produit
scalaire 〈·, ·〉 et de norme ‖ · ‖. Un opérateur linéaire T dans H est une application
linéaire d’un sous-espace D(T ) ⊂ H (le domaine de T ) dans H. L’image de T
est l’ensemble Ran(T ) = {T x, x ∈ D(T )}. On dit que l’opérateur T est borné
s’il existe C > 0 tel que ‖T (x)‖ ≤ C‖x‖ pour tout x ∈ D(T ). On étudie ici des
opérateurs non bornés dans le sens où l’on ne suppose pas qu’ils sont bornés. On
supposera de plus toujours que

D(T ) est dense dans H.

1.1. Opérateurs auto-adjoints. Une classe d’opérateurs très naturelle est la
suivante.

Definition 13.1 (Opérateur fermé). Un opérateur T dans H est dit fermé si
pour toute suite xn ∈ D(T ) telle que xn converge dans H vers un élément x∞ ∈ H et
que T xn converge dans H vers un élément y∞ ∈ H, alors x∞ ∈ D(T ) et T x∞ = y∞.

Le graphe d’un opérateur T dans H est l’ensemble

Gr(T ) = {(x, y) ∈ H ×H, tel que x ∈ D(T ) et y = T (y)}.
On équipe H ×H de la structure hilbertienne associée au produit scalaire

〈(x, y), (x′, y′)〉H×H = 〈x, x′〉+ 〈y, y′〉,
et à la norme suivante

‖(x, y)‖H×H = ‖x‖2 + ‖y‖2.

Lemme 13.1. Un opérateur T est fermé si et seulement si Gr(T ) est un sous-
ensemble fermé de H ×H.

Proof. La preuve fait l’objet de l’exercice mettre ref.
�

Definition 13.2 (Opérateur adjoint). Si T est un opérateur dans H, alors
l’opérateur adjoint T ∗ est défini comme suit. Son domaine est

D(T ∗) = {y ∈ H, tel qu’il existe C > 0 tel que |〈Tx, y〉| ≤ C‖x‖ pour tout x ∈ D(T )},
c’est-à-dire, il consiste en l’ensemble des éléments y ∈ H tel que l’application x 7→
〈T (x), y〉 de D(T ) dans C est bornée pour la norme de H. Puisque D(T ) est dense
dans H, cette application s’étend donc en une application linéaire continue de H
dans C.

117
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Pour un tel y, par le théorème de représentation de Riesz, il existe donc un
unique z ∈ H tel que cette application linéaire soit égale à x 7→ 〈x, z〉, c’est-à-dire
telle que

〈T (x), y〉 = 〈x, z〉 (13.1)
pour tout x ∈ D(T ). L’opérateur adjoint est alors défini par T ∗(y) = z.

On remarque que par cette définition, si x ∈ D(T ∗) alors on a pour tout y ∈
D(T ) que

〈T (y), x〉 = 〈y, T ∗(x)〉. (13.2)
comme conséquence directe de (13.1).

Lemme 13.2. Montrer que y ∈ D(T ∗) et z = T ∗(y) si et seulement si (−z, y) ∈
Gr(T )⊥ (où l’orthogonal et vis à vis du produit scalaire de H ×H).

Proof. La preuve fait l’objet de l’exercice mettre ref.
�

Definition 13.3 (Opérateur auto-adjoint). Soit T un opérateur quelconque.
On dit que T est un opérateur auto-adjoint si T ∗ = T .

En dimension finie, les opérateurs auto-adjoints sont exactement ceux qui sont
symétriques, c’est-à-dire ceux représentés par une matrice hermitienne dans une
base orthogonale, voir l’exercice 13.1. En dimension infinie en revanche, il existe
des opérateurs qui sont symétriques et fermés, mais qui ne sont pas auto-adjoints,
voir l’exercice 13.4. Il faut donc davantage d’informations pour déterminer si un
opérateur est auto-adjoint ou non. La prochaine sous-section montrera que les
opérateurs symétriques qui sont bornés par en bas possèdent toujours au moins une
extension auto-adjointe dite extension de Friedrichs.

Nous terminons par mentionner un résultat de stabilité pour les opérateurs
auto-adjoints.

Proposition 13.1. Soit T un opérateur auto-adjoint et injectif. Alors Ran(T )
est dense dans H et l’opérateur inverse T −1 : Ran(T ) → H est également auto-
adjoint.

Proof. Le domaine de T −1 est égal à l’image de T , c’est-à-dire D(T −1) =
Ran(T ). Nous montrons en premier que ce domaine est dense. Cela équivaut à
montrer que Ran(T )⊥ = {0}. Soit donc u ∈ Ran(T )⊥. Alors 〈u, Tv〉 = 0 pour tout
v ∈ D(T ). L’application linéaire v 7→ 〈u, Tv〉, de D(T ) dans C, est donc égale à
l’application nulle. Par définition de l’opérateur adjoint, cela signifie que u ∈ D(T ∗)
et T ∗(u) = 0. Or T = T ∗ est auto-adjoint. Donc u ∈ D(T ) et T (u) = 0. Comme
T est injectif, u = 0. Donc Ran(T )⊥ = {0} et Ran(T ) est dense dans H.

Montrons maintenant que l’adjoint de T −1 est égal à T −1. Soit y ∈ D(T −1∗)
et z = T −1∗(y). Par le lemme 13.2 on a (−z, y) ∈ Gr(T −1)⊥. Or par définition de
l’inverse le graphe de T −1 s’exprime aisément en fonction de celui de T :

Gr(T −1) = {(u, v) ∈ H ×H, (v, u) ∈ Gr(T )}.
Donc

(−z, y) ∈ {(u, v) ∈ H ×H, (v, u) ∈ Gr(T )}⊥.
Or

{(u, v) ∈ H ×H, (v, u) ∈ Gr(T )}⊥ = {(u, v), (v, u) ∈ Gr(T )⊥}.
et donc (y,−z) ∈ Gr(T )⊥. Par le lemme 13.2 à nouveau, cela signifie que z ∈ D(T ∗)
et T ∗(z) = y. Comme T est auto-adjoint, cela signifie que z ∈ D(T ) et T (z) = y,
soit z = T −1(y).
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On montre de la même manière que si z = T −1(y) alors y ∈ D(T ∗−1) et
y = T ∗−1(y). Donc T −1∗ = T −1

�

1.2. Opérateurs associés à des formes bilinéaires. Une forme bilinéaire
sur un espace de HilbertH est une application B : D(B)×D(B)→ C avecD(B) ⊂ H
un ensemble qui est appelé le domaine de B, et qui est antilinéaire par rapport à
la première variable et linéaire par rapport à la seconde variable. Dans toute la
section, nous supposerons pour toutes les formes bilinéaires que nous considérerons
que

D(B) est dense dans H.
Une forme bilinéaire est dite bornée si elle est continue, c’est-à-dire qu’il existe

C > 0 telle que |B(u, v)| ≤ C‖u‖H‖v‖H pour tous u, v ∈ D(B). Par densité, toute
forme bilinéaire continue s’étend en une forme bilinéaire sur l’espace entier H ×H.
Nous identifierons donc les formes bilinéaires continues avec celles de domaineH×H.
Une forme bilinéaire est dite dite symétrique si B(u, v) = B(v, u). Elle est dite définie
positive s’il existe α > 0 tel que B(u, u) ≥ α‖u‖2H .

Definition 13.4. Soit B une forme bilinéaire symétrique sur H. L’opérateur
T associé à B est défini comme suit. Son domaine est

D(T ) = {y ∈ D(B), tel qu’il existe C > 0 tel que |B(x, y)| ≤ C‖x‖H pour tout x ∈ D(B)},
c’est-à-dire, il consiste en l’ensemble des éléments y ∈ H tel que l’application x 7→
B(x, y) de D(B) dans C est bornée pour la norme de H. Puisque D(B) est dense
dans H, cette application s’étend donc en une application linéaire continue de H
dans C.

Pour un tel y, par le théorème de représentation de Riesz, il existe donc un
unique z ∈ X tel que cette application linéaire soit égale à x 7→ 〈x, z〉H , c’est-à-dire
telle que

B(x, y) = 〈x, z〉H (13.3)
pour tout x ∈ D(B). L’opérateur T est alors défini par T (y) = z.

On remarque que par cette définition, si x ∈ D(T ) alors on a pour tout y ∈ D(B)
que

B(x, y) = 〈x, T (y)〉H (13.4)
comme conséquence directe de (13.1). Puisque B est symétrique, on remarque que
l’opérateur T est également symétrique.

Un conséquence du théorème classique de Lax-Milgram est le résultat suivant.

Proposition 13.2 (Lax-Milgram). Soit B une forme bilinéaire symétrique con-
tinue et définie positive sur un espace de Hilbert H. Alors l’opérateur T associé à
H est un isomorphisme sur H, et est auto-adjoint.

Proof. exercice
�

Une généralisation très utile de ce résultat pour étudier des opérateurs auto-
adjoints non bornés est la suivante.

Theoreme 13.1. Soit G et H deux espaces de Hilbert tels que G s’injecte con-
tinument dans H (i.e. G ⊂ H et ‖u‖H ≤ C‖u‖G pour une constante C > 0)
et que G est dense dans H. Soit B une forme bilinéaire symétrique, continue, et
définie positive sur G. Soit T l’opérateur associé à B, considérée comme une forme
bilinéaire symétrique sur H. Alors :
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• L’opérateur T : D(T )→ H est bijectif, et T −1 est un opérateur continu de
H vers G (et donc continu sur H également).
• Le domaine D(T ) est dense dans H pour la norme ‖ · ‖H , et il est aussi
dense dans G pour la norme ‖ · ‖G.
• L’opérateur T est auto-adjoint sur H.

Proof. Soit S l’opérateur associé à la forme bilinéaire symétrique B, considérée
comme forme sur l’espace G. Alors par la proposition 13.2, S : G→ G est continu,
bijectif, et auto-adjoint.

Preuve que T est bijectif et que T −1 est continu de H vers G. Soit u ∈ D(T ) tel
que T (u) = 0. Alors 0 = 〈u, T (u)〉H . Donc B(u, u) = 〈u, T (u)〉H = 0 et comme
B(u, u) ≥ α‖u‖2G alors u = 0. Donc T est injectif.

Soit f ∈ H. Alors l’application linéaire v 7→ 〈f, v〉H est continue sur G. Donc
par le théorème de Riesz il existe g ∈ G tel que 〈f, v〉H = 〈g, v〉G. Soit u ∈ V
tel que S(u) = g. Alors 〈g, v〉G = 〈S(u), v〉V = B(u, v) pour tout v ∈ V . Donc
〈f, v〉H = B(u, v) pour tout v ∈ V , et par définition v ∈ D(T ) et T (v) = f .
Donc T est surjectif, donc bijectif par le paragraphe ci-dessus, et on peut écrire
v = T −1f . On que 〈f, v〉H = B(v, v) avec B(v, v) ≥ α‖v‖2G d’une part et |〈f, v〉H | ≤
‖f‖H‖v‖H ≤ C‖f‖H‖v‖G d’autre part, et donc ‖v‖G ≤ Cα−1‖f‖H . Donc T −1 est
continu de H dans G.

Densité de D(T ). La densité de D(T ) dans H est équivalente à ce que son orthog-
onal dans H soit {0}. Soit donc f ∈ H tel que 〈f, u〉H = 0 pour tout u ∈ D(T ).
Soit v = T −1(f). Alors 0 = 〈f, u〉H = B(v, u) pour tout u ∈ G. Donc B(v, v) = 0 et
comme B(v, v) ≥ α‖v‖2G alors v = 0. Donc f = 0, et D(T )⊥ = {0} comme désiré.

Montrons de manière similaire que D(T ) est dense dans G. Soit donc f ∈ G tel
que 〈f, u〉G = 0 pour tout u ∈ D(T ). Soit v = S−1(f). Alors 0 = 〈f, u〉G = B(v, u)
pour tout u ∈ G. Donc de même f = 0.

Auto-adjonction de T . Soit v ∈ D(T ∗), alors 〈T u, v〉H = 〈u, T ∗v〉H pour tout
u ∈ D(T ) par définition. Soit w = T −1(T ∗v). Donc T w = T ∗v. Pour tout
u ∈ D(T ), comme B(u,w) = 〈T u,w〉H et B(u,w) = 〈u, T w〉H = 〈u, T ∗v〉H , alors
〈T u, v〉H = 〈T u,w〉H . En prenant u = T −1(v − w) il vient ‖(v − w)‖2H = 0, donc
v = w et T ∗v = T w.

�

1.3. Extension auto-adjointe de Friedrichs.

Definition 13.5. Un opérateur T est dit borné par le bas s’il existe C > 0 tel
que 〈T (u), u〉H ≥ −C‖u‖2H pour tout u ∈ D(T ).

Si T est un opérateur symétrique est borné par le bas, on va obtenir une exten-
sion auto-adjointe de T comme suit.

On définit pour K > C l’opérateur TK = T + KId de même domaine que T ,
et la forme bilinéaire BK(u, v) = 〈Tu+Ku, v〉H . Puisque BK(u, u) ≥ β‖u‖2H pour
β = K − C > 0, la forme BK est un produit scalaire sur D(T ).

Soit alors G l’espace de Hilbert obtenu par complétion de D(T ) pour ce produit
scalaire. On a G ⊂ H car ‖u‖2H ≤ β−1BK(u, u). On note BK l’extension de BK
à G, qui est par définition continue, symétrique, et définie positive sur G. Soit
TK l’opérateur associé à la forme BK sur H. Alors par le théorème 13.1, TK est
auto-adjoint. On pose alors T = TK −KId, de domaine le même domaine que TK .

Theoreme 13.2 (Extension de Friedrichs). Soit T un opérateur symétrique
borné par le bas. Alors l’opérateur T ainsi obtenu est indépendant du choix de K.
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Il est une extension de T , et il est auto-adjoint. Cet opérateur est appelé l’extension
de Friedrichs de T .

Proof. Pour K,K ′ > C on a BK(u, u) ≥ β‖u‖2H et BK′(u, u) ≥ γ‖u‖2H pour
β = K −C > 0 et γ = K ′−C > 0. Comme BK(u, u)−BK′(u, u) + (K −K ′)‖u‖2H ,
alors BK(u, u) ≤ (1 + |K−K′|

γ )BK′(u, u) et BK′(u, u) ≤ (1 + |K−K′|
β )BK(u, u). Donc

les produits scalaires associés à BK et BK′ sont équivalents. Donc l’espace G obtenu
par complétion est le même et ne dépend pas de K.

Montrons maintenant que TK′ −K ′Id = TK −KId. Cela démontrera que T ne
dépend pas de K. Soit u ∈ D(TK) alors BK(u, v) = 〈TKu, v〉H pour tout v ∈ G.
Donc BK′(u, v) = BK′(u, v) + (K ′ −K)〈u, v〉H = 〈TK + (K ′ −K)u, v〉H pour tout
v ∈ G. Donc par définition u ∈ D(TK′) et TK′u = TK + (K ′ − K)u. Par un
raisonnement analogue, si u ∈ D(TK′) alors u ∈ D(TK) et TKu = TK + (K −K ′)u.
Donc TK′ = TK + (K ′ −K)Id ce qui implique le résultat désiré.

Enfin, par définition, comme TK est une extension de TK = T + KId, alors
T = TK −KId est une extension de T .

�

1.4. Résolution spectrale des opérateurs auto-adjoints compacts. On
rappelle que α est une valeur propre de T s’il existe x ∈ D(T ) non nul tel que
T x = αx.

Definition 13.6 (Ensemble resolvant, spectre, spectre ponctuel). L’ensemble
résolvant Res(T ) de T est constitué des nombres complexes z pour lesquels l’opérateur
T − zId : D(T )→ H est une bijection dont l’inverse (T − zId)−1 est un opérateur
borné sur H.

Le spectre Spec(T ) est le complémentaire de l’ensemble résolvant : Spec(T ) =
C\Res(T ).

Le spectre ponctuel est l’ensemble des valeurs propres de T .

Proposition 13.3. Soit T un opérateur auto-adjoint sur H. Alors Spec(T ) ⊂
(R) et pour tout x ∈ C\R:

‖T − zId‖L(H) ≤
1

|=z|
.

Proof. Exercice
�

Soit B(0, 1) la boule unité de H. Un opérateur est dit compact si D(T ) = H et
si T (B(0, 1)) est compact dans H.

Theoreme 13.3 (Diagonalisation des opérateurs auto-adjoints compacts). Soit
H un espace de Hilbert de dimension infinie, et T un opérateur compact et auto-
adjoint sur H. Alors il existe (αn)n≥1 une suite de nombre réels convergent vers 0
(des répétitions dans la suite étant permises) et une base orthonormale {fn}n≥1 de
H constituée de fonctions propres associées :

T fn = αnfn.

On dit qu’un opérateur T est à résolvante compacte s’il existe α ∈ Res(T ) tel
que l’opérateur (T − αId)−1 soit compact.

Corollaire 13.1. Soit H un espace de Hilbert de dimension infinie, et T un
opérateur auto-adjoint sur H et à résolvante compacte. Alors il existe (αn)n≥1

une suite de nombre réels telle que |αn| → ∞ quand n→∞ (des répétitions dans la



12213. STABILITÉ DE LA SOLUTION AUTO-SIMILAIRE FONDAMENTALE II : THEORIE SPECTRALE DE L’OPÉRATEUR LINÉARISÉ

suite étant permises) et une base orthonormale {fn}n≥1 de H constituée de fonctions
propres associées :

T fn = αnfn.

Preuve du corollaire. C’est une conséquence du théorème précédent et de
la proposition 13.1.

�

2. Analyse spectrale du linéarisé près du profil auto-similaire

Dans cette section nous étudions en détail l’opérateur

Lq = −∂ρρq −
n+ 1

ρ
∂ρq + (

ρ

2
− ρϕ)∂ρq + (1− ρ∂ρϕ− 2nϕ)q. (13.5)

Nous allons nous intéresser en détail à sa propriété d’auto-adjonction et à son spec-
tre.

On introduit les espaces de Sobolev H1
σ et H2

σ associés aux normes

‖q‖H1
σ

= ‖q‖L2
σ

+ ‖∂ρq‖L2
σ

‖q‖H2
σ

= ‖q‖L2
σ

+ ‖∂ρq‖L2
σ

+ ‖∂ρρq +
n+ 1

ρ
∂ρq‖L2

σ

2.1. Analyse fonctionnelle dans L2
σ.

Lemme 13.1. L’espace C∞c est dense dans L2
σ, H1

σ et H2
σ.

Proof. Nous nous contenterons de montrer la densité de C∞c dansH1
σ, les autres

étant similaires. Soit u ∈ H1
σ et ε > 0. Soit χ une fonction lisse localisante avec

χ(ρ) = 1 pour ρ ≤ 1 et χ(ρ) = 0 pour ρ ≥ 2, et 0 ≤ χ ≤ 1. On pose χn(ρ) = χ(ρ/n)
et un = χnu. Alors u− un = u(1− χn), et donc

‖u− un‖2L2
σ

=

∫ ∞
0

u2(1− χn)2σρn+1dρ ≤
∫ ∞
n

u2σρn+1dρ→ 0

lorsque n → ∞ car u ∈ L2
σ. En utilisant l’identité ∂ρ(u − un) = ∂ρu(1 − χn) +

n−1u∂ρu∂ρχ(ρ/n) et une estimation similaire, on obtient que ‖∂ρ(u− un)‖L2
σ
→ 0.

Donc il existe n0 tel que ‖u − un0‖H1
σ
≤ ε/2. Comme un0 ∈ H1

0 (ρ ≤ 2n0) et que
C∞c (ρ ≤ 2n0) est dense dans H1

0 (ρ ≤ 2n0), il existe une suite vk ∈ C∞c (ρ ≤ 2n0)
qui converge vers un0 dans H1

0 (ρ ≤ 2n0). Comme il existe une constante cn0 > 0
telle que cn0 ≤ σ(ρ) ≤ c−1

n0
pour tout 0 ≤ ρ ≤ 2n0, alors vk converge aussi vers un0

dans H1
σ. Donc ‖vk0 − un0‖H1

σ
≤ ε/2 pour un entier k0. Ainsi, vk0 ∈ C∞c satisfait

‖u− vk0‖H1
σ
≤ ε. D’où la densité de C∞c dans H1

σ.
�

On rappelle que l’inégalité de Poincaré sur un ouvert borné assez régulier Ω ⊂
Rn s’écrit

∫
Ω u

2dx ≤ C(Ω)
∫
|∇u|2dx pour tout u ∈ H1

0 (Ω) pour une constante
C(Ω) > 0. Une inégalité similaire est valable dans H1

σ.

Lemme 13.2 (Inégalité de type Poincaré dans H1
σ). Il existe une constante c > 0

telle que pour tout u ∈ H1
σ de moyenne mu = (

∫∞
0 σρn+1dρ)−1

∫∞
0 uσρn+1dρ on a

ρu ∈ L2
σ avec ∫ ∞

0
(1 + ρ2) |u−mu|2 σρn+1dρ ≤ c

∫ ∞
0
|∂ρu|2σρn+1dρ. (13.6)
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Proof. Étape 1. Preuve d’une inégalité similaire. Nous affirmons qu’il existe
C > 0 tel que pour tout u ∈ H1

σ avec u(1) = 0 on a∫ ∞
0

(1 + ρ2)u2ρn+1σdρ ≤ C
∫ ∞

0
|∂ρu|2ρn+1σdρ. (13.7)

En effet, soit u ∈ C∞c telle que u(1) = 0. On pose ω(ρ) =
∫∞
ρ ρ̃n+3σ(ρ̃)dρ̃. On a en

intégrant par parties∫ ∞
1

u2ρn+3σdρ = −
∫ ∞

1
u2∂ρωdρ = 2

∫ ∞
1

ω(ρ)u∂ρudρ. (13.8)

Par (12.13) et (12.3) on a

σ(ρ̃) = ρ4e−ρ
2/4/16 +O(ρ2e−ρ

2/4) (13.9)

lorsque ρ → ∞. En utilisant que
∫∞
ρ ρ̃e−ρ̃

2/4dρ̃ = 2e−ρ
2/4 et des intégrations par

parties, on en déduit que ω(ρ) = ρn+6e−ρ
2/4/8 + O(ρn+4e−ρ

2/4) lorsque ρ → ∞.
Donc ω(ρ)/(ρn+2σ(ρ)) → 2 lorsque ρ → ∞. Donc il existe C ′ > 0 tel que ω(ρ) ≤
C ′ρn+2σ(ρ) pour tout ρ ∈ [1,∞). Ainsi par Cauchy-Schwarz∫ ∞

1
ω(ρ)u∂ρudρ ≤ C ′

(∫ ∞
1

u2ρn+3σdρ

) 1
2
(∫ ∞

1
|∂ρu|2ρn+1σdρ

) 1
2

. (13.10)

En combinant (13.8) et (13.10) il vient
∫∞

1 u2ρn+3σdρ ≤ 4C
′2
∫∞

1 |∂ρu|
2ρn+1σdρ.

Par l’inégalité de Poincaré dans B(0, 1) et puisque u(1) = 0 on a
∫ 1

0 u
2ρn+1σdρ ≤

C ′′
∫ 1

0 |∂ρu|
2ρn+1σdρ. En combinant ces deux inégalités, on obtient (13.7).

Étape 2. Preuve du résultat. Soit maintenant u ∈ H1
σ. On décompose u −mu =

v + w avec v = u − u(1) et w = u(1) −mu. Alors v(1) = 0 et ∂ρv = ∂ρu donc par
l’inégalité (13.7) ∫ ∞

0
(1 + ρ2)v2ρn+1σdρ ≤ C ′

∫ ∞
0
|∂ρu|2ρn+1σdρ. (13.11)

Soit ω̃(ρ) = |
∫ ρ

1 ρ
−n−1σ−1(ρ)dρ|1/2. On vérifie par (13.9) que ω̃(ρ) . ρ−n/2 pour

ρ < 1 et ω̃(ρ) . ρ−n/2−3eρ
2/8 pour ρ > 1, et donc

∫∞
0 ω̃(ρ)ρn+1σ(ρ)dρ <∞. Comme

|u(ρ)− u(1)| = |
∫ ρ
ρ0
∂ρu| ≤ ω̃(ρ)(

∫∞
0 |∂ρu|

2ρn+1σdρ)1/2 par Cauchy-Schwarz, on en
déduit que |mu − u(1)| ≤ C ′′′

∫∞
0 ω̃ρn+1σdρ(

∫∞
0 |∂ρu|

2ρn+1σdρ)1/2. Cette inégal-
ité implique

∫∞
0 (1 + ρ2)w2ρn+1σdρ ≤ C ′′′′

∫∞
0 |∂ρu|

2ρn+1σdρ ce qui, combiné avec
(13.11), démontre (13.6).

�

Lemme 13.3. L’injection de H1
σ dans L2

σ est compacte.

Proof. Soit un bornée dans la boule unité de H1
σ. Nous allons montrer qu’une

sous-suite converge dans L2
σ, ce qui démontrera le résultat.

On a que mun est une suite bornée (en utilisant Cauchy-Schwarz). Donc par
(13.6), ρun est une suite bornée dans L2

σ. En utilisant que 1(ρ ≥ k)|un| ≤ k−1
1(ρ ≥

k)ρ|un|, on en déduit que

lim
k→∞

sup
n∈N
‖1(ρ ≥ k)un‖L2

σ
= 0. (13.12)

Pour tout k ∈ N, il existe ck > 0 tel que ck ≤ σ(ρ) ≤ c−1
k pour tout ρ ≤ k.

Donc 1(ρ ≤ k)un est une suite bornée dans H1(ρ ≤ k). Par injection compace de
H1(ρ ≤ k) dans L2(ρ ≤ k), il existe une sous-suite uφk(n) telle que 1(ρ ≤ k)uφk(n)

converge dans L2. Par extraction diagonale, il existe une sous-suite uφ(n) et une
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fonction u∞ telle que 1(ρ ≤ k)uφ(n) converge vers 1(ρ ≤ k)u∞ dans L2 pour tout
k ∈ N.

Montrons maintenant que uφ(n) converge vers u∞ dans L2
σ. Par le lemme de

Fatou, ‖1(ρ ≥ k)u∞‖L2
σ
≤ supn∈N ‖1(ρ ≥ k)uφ(n)‖L2

σ
. Donc u∞ ∈ L2

σ d’une part,
et d’autre part par (13.12) on a

lim
k→∞

‖1(ρ ≥ k)u∞‖L2
σ

= 0. (13.13)

Soit ε > 0. Il existe par (13.12) et (13.13) k0 tel que ‖1(ρ ≥ k0)un‖L2
σ
≤ ε/3

pour tout n et ‖1(ρ ≥ k0)u∞‖L2
σ
≤ ε/3. Comme 1(ρ ≤ k0)uφ(n) converge vers

1(ρ ≤ k0)u∞ dans L2, il existe n0 tel que ‖1(ρ ≤ k0)(uφ(n) − u∞)‖L2
σ
≤ ε/3 pour

tout n ≥ n0. Alors ‖un − u∞‖L2
σ
≤ ε. Donc uφ(n) → u∞ dans L2

σ.
�

2.2. Auto-adjonction de L. L’opérateur L est bien défini sur l’espace C∞c , et
nous avons vu dans (12.14) qu’il est symétrique pour le produit scalaire 〈·, ·〉L2

σ
. Nous

avons vu dans la section 1 qu’il existe un méthode naturelle, celle de Friedrichs, pour
obtenir une extension auto-adjointe d’un opérateur. Pour appliquer cette méthode
à L, nous définissons B : H1

σ ×H1
σ → C la forme bilinéaire symétrique

B(q1, q2) =

∫ ∞
0

∂ρq1∂ρq2σρ
n+1dρ+

∫ ∞
0

(1− ρ∂ρϕ− 2nϕ)q1q2σρ
n+1dρ.

Nous avons vu dans la preuve de (12.14) que

B(q1, q2) = 〈Lq1, q2〉L2
σ

(13.14)

pour tous q1, q2 ∈ C∞c . On a également

B(q, q) =

∫ ∞
0
|∂ρq|2σρn+1dρ+

∫ ∞
0

(1− ρ∂ρϕ− 2nϕ)q2σρn+1dρ. (13.15)

Nous allons vérifier dans la preuve de la proposition suivante que la procédure
d’extension de Friedrichs s’applique bien. Nous verrons que le domaine de l’opérateur
auto-adjoint ainsi obtenu n’est autre que H2

σ.

Proposition 13.1 (Auto-adjonction). Pour tout u ∈ H2
σ on a Lu ∈ L2

σ. De
plus, l’opérateur L : H2

σ → L2
σ est un opérateur auto-adjoint.

Proof. Étape 1. Procédure d’extension de Friedrichs. On considère l’opérateur
L : C∞c → L2

σ sur L2
σ. Par (12.14), il est symétrique. Comme ρ∂ρϕ et ϕ sont des

fonctions bornées, on a que 1− ρ∂ρϕ− 2nϕ ≥ −C pour une constante C > 0. Donc
par (13.14) et (13.15), on a pour q ∈ C∞c que

〈Lq, q〉L2
σ
≥
∫ ∞

0
|∂ρq|2σρn+1dρ− C

∫ ∞
0

q2σρn+1dρ (13.16)

ce qui montre que L est un opérateur borné par le bas sur L2
σ. Le théorème

d’extension de Friedrichs 13.2 s’applique donc. Soit L̃ : D(L̃) → L2
σ l’opérateur

auto-adjoint ainsi obtenu. Nous allons maintenant détailler la procédure d’extension
dans le cas présent. Par (13.16), pour K > 0 suffisament grand, il existe CK > 0
tel que

1

CK
‖u‖H1

σ
≤ B(u, u) +K‖u‖2L2

σ
≤ CK‖u‖H1

σ
.

Par l’inégalité ci-dessus, l’espace complété de C∞c pour le produit scalaire B(u, v) +

K〈u, v〉L2
σ
est H1

σ. Par ceci et par la définition 13.4, l’opérateur L̃ est donc défini
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de la manière suivante :

D(L̃) = {u ∈ H1
σ, tel qu’il existe f ∈ L2

σ tel que B(u, v) = 〈f, v〉L2
σ
pour tout v ∈ H1

σ},
(13.17)

et L̃u = f où f est la fonction ci-dessus.

Étape 2. Preuve que Lq ∈ L2
σ pour q ∈ H2

σ. Soit q ∈ H2
σ. Nous affirmons que

ρ∂ρq ∈ L2
σ. Si cela est démontré, alors chacun des termes dans (13.5) appartient à L2

σ

et donc cela montrera Lq ∈ L2
σ comme désiré. Comme q ∈ H2

σ on a ∂ρρq+ n+1
ρ ∂ρq ∈

L2
σ et ∂ρq ∈ L2

σ, donc ∂ρρq ∈ L2(ρ ≥ 1). Soit χ une fonction lisse localisante
avec χ(ρ) = 1 pour ρ ≤ 1 et χ(ρ) = 0 pour ρ ≥ 2 et u = (1 − χ)∂ρq. Alors
∂ρu = (1 − χ)∂ρρq − ∂ρχ∂ρq ∈ L2

σ. Donc par le lemme 13.2 on a ρu ∈ L2
σ, ce qui

implique bien ρ∂ρq ∈ L2
σ.

On conserve maintenant la notation L pour désigner l’opérateur L : H2
σ → L2

σ.

Étape 3. Preuve que L = L̃. Montrons d’abord que L̃ est une extension de L. Par
l’étape 2, pour tout q1 ∈ H2

σ on a Lq1 ∈ L2
σ et par la densité de C∞c dans H1

σ et H2
σ

du lemme 13.1, on obtient par (13.14) que

B(q1, q2) = 〈Lq1, q2〉L2
σ

(13.18)

pour tous q2 ∈ H1
σ. Donc pour tout q1 ∈ H2

σ, l’identité ci-dessus et (13.17) montre
que q1 ∈ D(L̃) et L̃q = Lq. Donc L̃ est une extension de L.

Montrons ensuite que L est une extension de L̃. Soit u ∈ D(L̃) et L̃u = f ∈ L2
σ.

Alors pour toutes fonctions test φ ∈ C∞c ((0,∞)) on a par (13.17), (13.5) et (13.18)
que∫ ∞

0
fφσρn+1dρ =

∫ ∞
0

uσρn+1(−∂ρρφ−
n+ 1

ρ
∂ρφ+ (

ρ

2
− ρϕ)∂ρφ+ (1− ρ∂ρϕ− 2nϕ)φ)dρ.

(13.19)

On pose v = uσρn+1. L’identité (13.19) se réecrit

∂ρρv = g, g = fσρn+1 − [
n+ 1

ρ
+ (

ρ

2
− ρϕ)]∂ρ(uσρ

n+1) + (1− ρ∂ρϕ− 2nϕ)σρn+1

(13.20)

au sens des distributions sur (0,∞). Soit 0 < δ < R. Alors v ∈ H1((δ,R)) puisque
u ∈ H1

σ. De plus, g ∈ L2((0, R)) car f ∈ L2
σ et u ∈ H1

σ. Donc v ∈ H2((δ,R)) et
l’identité (13.20) est valable comme une égalité de fonctions mesurables. Puisque
v = uσρn+1, on a que

∂ρρu = σρn+1∂ρρv − 2σ−1ρ−n−1∂ρ(σρ
n+1)∂ρu− σ−1ρ−n−1∂ρρ(σρ

n+1)u

au sens des distributions. Par le même raisonnement, puisque u ∈ H1((δ,R)) et
∂ρρv ∈ L2((δ,R)) on en déduit que u ∈ H2((δ,R)) et que l’identité ci-dessus est
valable en temps qu’égalité de fonctions mesurables. En combinant les identités
ci-dessus, on a démontré que u ∈ H2((δ,R)) pour tous 0 < δ < R avec l’identité

f = −∂ρρu−
n+ 1

ρ
∂ρu+ (

ρ

2
− ρϕ)∂ρu+ (1− ρ∂ρϕ− 2nϕ)u. (13.21)

Comme f, ∂ρu, u ∈ L2
σ, on en déduit que

1(ρ ≤ 1)(∂ρρu+
n+ 1

ρ
∂ρu) ∈ L2

σ (13.22)

et
1(ρ ≥ 1)(∂ρρu−

ρ

2
∂ρu) ∈ L2

σ. (13.23)



12613. STABILITÉ DE LA SOLUTION AUTO-SIMILAIRE FONDAMENTALE II : THEORIE SPECTRALE DE L’OPÉRATEUR LINÉARISÉ

Soit χ une fonction lisse localisante avec χ(ρ) = 1 pour ρ ≤ 1, χ(ρ) = 0 pour χ ≥ 2
et 0 ≤ χ ≤ 1. Pour R > 1 on pose χR(ρ) = χ(ρ/R). En développant,∫ ∞

1
(∂ρρu−

ρ

2
∂ρu)2σρn+1χRdρ =

∫ ∞
1

(∂ρρu)2σρn+1χRdρ+
1

4

∫ ∞
1

(∂ρu)2σχRρ
n+3dρ

−
∫ ∞

1
∂ρρu∂ρuσρ

n+2χRdρ.

En intégrant par parties, et en utilisant σ = ϕ−2e−ρ
2/4:

2

∫ ∞
1

∂ρρu∂ρuσρ
n+2χRdρ = −(∂ρu(1))2σ(1) +

1

2

∫ ∞
1

(∂ρu)2σρn+3χRdρ

−
∫ ∞

1
(∂ρu)2e−ρ

2/4∂ρ(ρ
n+2ϕ−2χR)dρ.

En combinant ces deux identités,∫ ∞
1

(∂ρρu)2σρn+1χRdρ =

∫ ∞
1

(∂ρρu−
ρ

2
∂ρu)2σρn+1χRdρ−

1

2
(∂ρu(1))2σ(1)

− 1

2

∫ ∞
1

(∂ρu)2e−ρ
2/4∂ρ(ρ

n+2ϕ−2χR)dρ

Par (13.23) la première intégrale du membre de droite est uniformément bornée
pour tout R > 1. Puisque u ∈ H2((δ,R)) pour tout 0 < δ < R, alors ∂ρu est
une fonction continue par injection de Sobolev. Donc le second terme du membre
de droite impliquant (∂ρu(1))2 est une quantité bien définie. Enfin, on a par un
calcul explicite que |∂ρ(ρn+2ϕ−2χR| . ρn+1ϕ−2. Donc comme u ∈ H1

σ la dernière
intégrale est uniformément bornée pour tout R > 1. Donc

∫∞
1 (∂ρρu)2σρn+1χRdρ

est uniformément borné en R. En prenant R → ∞ il vient 1(ρ ≥ 1)∂ρρu ∈ L2
σ.

Donc
1(ρ ≥ 1)(∂ρρu+

n+ 1

ρ
∂ρu) ∈ L2

σ. (13.24)

En combinant (13.24) avec (13.22) il vient ∂ρρu + n+1
ρ ∂ρu ∈ L2

σ. Donc u ∈ H2
σ.

L’identité (13.21) montre alors Lu = f = L̃u. Donc Lu est une extension de L̃u.
�

Proposition 13.2 (Diagonalisation). L’opérateur L : H2
σ → L2

σ est à résolvante
compacte. Il existe une suite de valeurs propres α1 < α1 < ... et de fonctions propres
(fi)i≥1 ∈ H2

σ associées telles que

Lfi = αifi

et telles que les fi sont deux à deux orthogonales dans L2
σ et que Vect({fi}i≥1) est

dense dans L2
σ.

Proof. Par l’inégalité (13.16) et (13.18) on a pour K > C + 1 que

〈(L+KId)q, q〉L2
σ
≥
∫ ∞

0
|∂ρq|2σρn+1dρ+ (K− C)

∫ ∞
0

q2σρn+1dρ ≥ ‖q‖H1
σ
.

On remarque que puisque L est l’opérateur associé à la forme bilinéaire B sur L2
σ de

domaine H1
σ, alors L+KId est l’opérateur associé à la forme bilinéaire B+K〈·, ·〉L2

σ

sur L2
σ de domaine H1

σ. L’inégalité ci-dessus montre que celle-ci est coercive. Donc
par le théorème 13.1, l’opérateur L+KId : H2

σ → L2
σ est inversible, et son opérateur

inverse (L+KId)−1 est continu de L2
σ dans H1

σ. Puisque l’injection de H1
σ dans L2

σ

est compacte par le lemme 13.3, alors (L+KId)−1 est un opérateur compact. Donc
L est un opérateur auto-adjoint à résolvante compacte.
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Par le corollaire 13.1, il existe (αn)n≥1 avec |αn| → ∞ lorsque n → ∞ et
fn ∈ H2

σ une suite de fonctions deux à deux orthogonales dans L2
σ qui sont des

fonctions propres associées,

Lfn = αnfn,

avec V ect(fn) dense dans L2
σ. Puisque

αn‖fn‖2L2
σ

= 〈Lfn, fn〉L2
σ

= B(fn, fn)

=

∫ ∞
0

(∂ρfn)2σρn+1dρ+

∫ ∞
0

(1− ρ∂ρϕ− 2nϕ)f2
nσρ

n+1dρ

≥
∫ ∞

0
(1− ρ∂ρϕ− 2nϕ)f2

nσρ
n+1dρ

≥ ‖(1− ρ∂ρϕ− 2nϕ)‖L∞‖fn‖2L2
σ

alors αn ≥ ‖(1−ρ∂ρϕ−2nϕ)‖L∞ . Comme |αn| → ∞ alors nécéssairement αn →∞.
�

2.3. Positivité de la seconde valeur propre.

Proposition 13.3. On garde les notations de la proposition 13.2. Pour tout
i ≥ 2 on a

αi > 0.

Proof. Cette démonstration n’est pas simple, elle repose sur une estimation
fine du nombre de valeurs propres d’un opérateur de Schrödinger associé à L effec-
tuée dans le travail récent de Birgit Schörkhuber et Irfan Glocic.

�

Corollaire 13.1. Il existe κ > 0 tel que pour tout q ∈ H1
σ, si

〈q, f1〉 = 0

alors

B(q) ≥ κ‖q‖2H1
σ

Proof. �

Corollaire 13.2 (Décroissance de l’évolution linéaire). On garde les notations
du corollaire précédent, et on suppose que (s, ρ) 7→ q(s, ρ) est une fonction bornée,
de dérivées jusquà l’ordre deux bornées, qui est une solution de

∂sq + Lq = 0

avec

〈q(0, ·), f1〉 = 0.

Alors

‖q(s, ·)‖L2
σ
≤ e−κ‖q(0, ·)‖L2

σ

Proof. �
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2.4. Explosion et convergence asymptotique pour les solutions piégées.
En combinant les techniques de modulation de la section précédente et l’analyse de
l’opérateur linéarisé de cette section, le theoreme ci-dessous démontre que si une
solution reste piégée sur son intervalle d’existence, alors celle-ci explose en temps
fini et converge localement vers le profil auto-similaire.

Theoreme 13.1. Pour δ > 0 assez petit ce qui suit est vrai. Soit u une solution
du système de Keller-Segel sur [0, Tmax), qui est C∞ et dont les dérivées sont à
chaque instant bornées en espace, et qui est piégée autour de l’ensemble des profils
auto-similaires sur [0, Tmax) au sens de la définition 12.1. Alors :

• La solution explose en temps fini, Tmax <∞.
• La masse partielle de la solution se décompose sous la forme

m(t, r) =
1

λ(t)2
(ϕ+ q)(

r

λ(t)
)

avec une échelle spatiale qui est asymptotiquement parabolique

λ(t)√
Tmax − t

→ 1

et une perturbation qui converge vers 0 à cet échelle :

‖q(t)‖L2
σ
→ 0

lorsque t ↑ Tmax.

Il a été démontré récemment par Glocic et Schorkhuber que pour toute donnée
initiale de la forme u0 = Ψ + ũ0, avec ũ0 suffisamment régulière et petite dans
certaines normes bien choisies, alors la solution du système de Keller-Segel explose
en temps fini et satisfait les mêmes conclusions que le théorème ci-dessus. Dans
ce cours nous aurons donc entrevu comment obtenir un tel résultat. Nous avons
pu décrire le comportement des solutions piégées, et pour démontrer ce résultat de
Glocic et Schorkhuber il manque un ingrédient de preuve en plus : démontrer que
la solution reste piégée sur son intervalle maximal d’existence.

Proof. La preuve repose sur une utilisation conjointe de l’équation de mod-
ulation pour λ, et d’une estimation d’énergie pour q permises par les propriétés
spectrales de l’opérateur linéarisé L. Dans ce qui suit A . B signifie que A ≤ CB
pour une constante C > 0 qui peut varier d’une ligne à l’autre mais qui est indépen-
dante des paramètres en jeu.

Étape 1. Controle de l’équation de modulation. Montrons qu’il existe C > 0 telle
que ∣∣∣∣λsλ +

1

2

∣∣∣∣ ≤ C min(δ2, δ‖q‖L2
σ
). (13.25)

On rappelle par (12.25) que∣∣∣∣λsλ +
1

2

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣ 〈N (q), f1〉L2

σ

‖f1‖2L2
σ

+ 〈2q + ρ∂ρq, f1〉L2
σ

∣∣∣∣∣ . (13.26)

On calcule en intégrant par parties, puis en utilisant (12.23) et que le poids σ décroit
exponentiellement vite :

|〈2q + ρ∂ρq, f1〉L2
σ
| =

∣∣∣∣∫ ∞
0

2qf1σρ
n+1dρ−

∫ ∞
0

q∂ρ(ρf1σρ
n+1)dρ

∣∣∣∣ ≤ Cδ.
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Pour δ assez petit on a donc par (13.26) :∣∣∣∣λsλ +
1

2

∣∣∣∣ . ∣∣〈N (q), f1〉L2
σ

∣∣
On calcule ensuite que

〈N (q), f1〉L2
σ

= 〈nq2, f1〉L2
σ

+ 〈ρq∂ρq, f1〉L2
σ

En utilisant (12.23) le premier terme se majore par

|〈nq2, f1〉L2
σ
| . ‖q‖2L∞ . δ2.

En utilisant (12.23) puis Cauchy-Schwarz on peut aussi le majorer par :

|〈nq2, f1〉L2
σ
| ≤ ‖q‖L∞

∫
|nqf1σρ

n+1|dρ . δ‖q‖L2
σ
‖nf1‖L2σ . δ‖q‖L2

σ

En combinant les deux majorations possibles :

|〈nq2, f1〉L2
σ
| . min(δ2, δ‖q‖L2

σ
)

Le deuxième terme s’écrit après une intégration par parties :

〈ρq∂ρq, f1〉L2
σ

= −1

2

∫ ∞
0

ρ2∂ρ(f1σρ
n+1)dρ.

Il peut alors être estimé de la même manière que le premier : |〈ρq∂ρq, f1〉L2
σ
| .

min(δ2, δ‖q‖L2
σ
). Cela démontre (13.25).

Étape 2. Estimation d’énergie pour l’erreur. Montrons qu’il existe η > 0 telle que
d

ds
‖q‖L2

σ
≤ −κ

2
‖q‖L2

σ
. (13.27)

En effet, on calcule par (12.8) :

d

ds
‖q‖2L2

σ
= −2B(q, q) + 2

〈
q,M

(
λs
λ
, q

)〉
+ 2〈N (q)〉.

Par le corollaire 13.1 le premier terme est

−2B(q, q) ≤ −2κ‖q‖2H1
σ
.

Nous allons maintenant montrer que les deuxièmes et troisièmes termes sont bien
plus petits. Le deuxième terme est〈

q,M
(
λs
λ
, q

)〉
= (

λs
λ

+
1

2
)〈q, f1 + 2q + ρ∂ρq〉.

En utilisant que q est orthogonal à f1 et l’estimation (13.25) de l’étape 1 sur la
modulation : ∣∣∣∣〈q,M(

λs
λ
, q

)〉∣∣∣∣ . δ2|〈q, 2q + ρ∂ρq〉|

On a par (??) : |〈q, 2q + ρ∂ρq〉| . ‖q‖2H1
σ
et donc∣∣∣∣〈q,M(

λs
λ
, q

)〉∣∣∣∣ . δ2‖q‖2H1
σ
.

Pour le troisième terme on a par (12.23) puis Cauchy-Schwarz :

|〈q,N〉| =
∣∣∣∣∫ ∞

0
(nq2 + ρq∂ρq)qσρ

n+1dρ

∣∣∣∣ ≤ ‖q‖L∞ ∣∣∣∣∫ ∞
0

(|nq|+ ρ|∂ρq|)|q|σρn+1dρ

∣∣∣∣
. δ‖q‖2H1

σ
.
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Donc pour δ assez petit,∣∣∣∣2〈q,M(
λs
λ
, q

)〉
+ 2〈N (q)〉

∣∣∣∣ ≤ κ‖q‖2H1
σ
.

Ainsi, d
ds‖q‖

2
L2
σ
≤ −κ‖q‖2H1

σ
≤ −κ‖q‖2L2

σ
ce qui implique (13.27).

Étape 3. Fin de la preuve. L’inégalité de décroissance (13.27) implique

‖q(s)‖L2
σ
≤ e−

κ
2
s‖q(0)‖L2

σ
.

En injectant cette inégalité dans (13.25) on obtient

| d
ds

log(λes/2)| . e−
κ
2
s.

Donc il existe K ∈ R telle que log(λes/2) = K + O(e−
κ
2
s) lorsque s → ∞, et

ainsi λ = K ′e−s/2(1 + O(e−κs/2)) pour K ′ = eK . Puisque dt
ds = λ2 on a dt

ds =

K
′2e−s(1 + O(e−κs/2)). Il existe donc T > 0 tel que lims→∞ t(s) = T et t =

T −K ′2e−s +O(e−(1+κ
2

)s). Donc K ′2e−s = T − t+O((T − t)1+κ
2 ). Ainsi,

λ =
√
T − t+O((T − t)

1
2

+κ
4 ).

Cette inégalité et celle sur q démontre le théorème.
�

3. Exercices

Exercice 13.1. Soit H = Cn pour n ∈ N. Montrer qu’un opérateur est auto-
adjoint sur H si et seulement si il est symétrique.

Exercice 13.2. Soit T un opérateur fermé. Montrer que T est un opérateur
symétrique si et seulement si D(T ) ⊂ D(T ∗) et T u = T ∗u pour tout u ∈ D(T ).

Exercice 13.3. Soit T un opérateur fermé sur un Hilbert H. Montrer que son
adjoint T ∗ est un opérateur fermé.

Exercice 13.4. On se place dans l’espace de Hilbert L2([0, 1]). Soit l’opérateur
T (u) = u′′ de domaine D(T ) = {u ∈ H2([0, 1]), u(0) = u′(0) = u(1) = u′(1) = 0}.
Montrer que T est un opérateur symétrique et fermé. Montrer que son adjoint a
pour domaine l’espace H2([0, 1]) et que T ∗(u) = u′′. En déduire que T n’est pas
auto-adjoint.

Exercice 13.5. Soit H = L2(R) et T l’opérateur sur H défini par D(T ) =
H1(R) (H1(R) désignant ici l’espace de Sobolev usuel) et T (f) = ∂xf . Montrer que
T est un opérateur fermé.

Exercice 13.6. Soit H = L2(R) et T l’opérateur sur H défini par D(T ) =
H2(R) (H2(R) désignant l’espace de Sobolev usuel) et T (f) = −∂xxf . Montrer que
T est un opérateur auto-adjoint.

Exercice 13.7. • Montrer que si H est de dimension finie, alors le spec-
tre de T est égal au spectre ponctuel. (La distinction entre le spectre et le
spectre ponctuel n’est donc intéressante qu’en dimension infinie.)
• Trouver un exemple d’opérateur pour lequel le spectre n’est pas égal au
spectre ponctuel. (Par la question précédente, nécessairement H doit être
de dimension infinie).
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Exercice 13.8. • Montrer que tout opérateur compact sur H est un
opérateur continu sur H.
• Montrer que si H est de dimension finie, un opérateur est compact si et
seulement si c’est un opérateur continu. (La distinction entre opérateurs
continus et compacts n’est donc intéressante qu’en dimension infinie).
• Trouver un exemple d’opérateur qui soit continu mais pas compact. (Par
la question précédente, nécéssairement H doit être de dimension infinie).


